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��<����� �
 ����
����� ���=���
� ������� ����
������ ��	
�

� § 1 ��
���� ���
 &.�; ������ ��	
 
�
��������; � �����

����; ��������� �� >� &	
�
�� ����
����� �
	
��� 3�
���� �
��+

���
��; � ��	

Az = u, z ∈ Z, u ∈ U, 2!4

�	 Z% U $������ ��������
��� ������
����
� C����	;��; ����+

��% ���
���
D:�% ��� �
	
�
 �<��; ��
����; 2!4 � ���������

� ��������� ����� ����; ��������
���� ������
����
� 2L2 → L2%

C → L2% L2 → C% C → C4 ;��;��; ��������� ����
������ 2�
��+

<
D��; ��
�� 	�
 ������; �����������/ !4 � 	�; ��� u ∈ U �<��

��:�����7 -4 �<�� ���������� ����������� �����:��; ��
���

�
��� u ∈ U4�

� § 2 �
���
����
��; �
��
�����
; ����
����
 �
	
��% 
 � § 3$

G �<�� � �����=����� ����� ����<����� ��� ��	�D:�� ����+

��;�/ !4 A : Z → U $������� ��������� � ��F������� ���
���7

-4 ����� �<�� z̄(r) ����
	�=�� ����
��� M ⊂ Z7 "4 ����� ������

��
��� �
��� ū(ξ) ∈ U ����; ���.��=G��
; ��
�
; �
��� uδ(ξ) ∈ U /

‖uδ − ū‖U � δ% δ � 0 ��� |uδ(ξ) − ū(ξ)| � δ̃(ξ)% δ̃(ξ) � 0 ∀ξ ∈ [R1, R2]%

��



δ̃(ξ) ∈ U � � �
���� ���.��=G����� �<��; zδ ��
����; 2!4 �����+

�
��; �D.�� H���� �� ���=���


Zδ
M = {z ∈ M ⊂ Z : ‖Az − uδ‖U � δ}

��� �� ���=���


Zδ
M = {z ∈ M ⊂ Z : |(Az)(ξ) − uδ(ξ)| � δ̃(ξ)}

� ����
% ���	
 ����<����� ���	��� 	
���� �
	
�
 ����	���� �<�+

.��� *��� ����=��� δ = ‖δ̃‖U % �� ���
�	���� ���D��� Zδ
M ⊂ Zδ

M �

C�������� z̄% zδ ∈ M % 
 M $����
�� � Z% �� zδ
Z−→ z̄ ��� δ → 0�

� �
���� Z �
���
����
��; ������
����� L2[R1, R2] �:����+

��� ���������� ������� z(r)% �
	
���� �
 ����� [R1, R2]% � ������

‖z‖L2[R1,R2] =

⎧⎪⎨⎪⎩
R2∫

R1

z2(r) dr

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

.

C����	;��; ������ ����
����� ���=��� M % 	�; ������� ���.��+

=G��� �<�� ���	���; � ������� �
 �D.�� ��������
���� �����

[γ, σ] ⊂ (R1, R2) � � ������
���� C[γ, σ] � ������

‖z‖C[γ,σ] = max
r∈[γ,σ]

|z(r)|.

C���<����� �<��; ����
������ �
	
�� ���	���; 	���; �����.
��/

!4 � ����:�D 	�
���
 ���=���
 ���.��=���� �<��� ε(δ)/

ε(δ) = sup{‖z1 − z2‖Z : z1, z2 ∈ Zδ
M (z1, z2 ∈ Zδ

M )};

-4 � ����:�D ������� ε(δ, r)% r ∈ [R1, R2]/

ε(δ, r) = sup{|z1(r) − z2(r)| : z1, z2 ∈ Zδ
M (z1, z2 ∈ Zδ

M )}.

E�; �D.��� ���.��=��; zδ ∈ Zδ
M 2zδ ∈ Zδ

M 4/ ‖zδ − z̄‖Z � ε(δ) ���

|zδ(r) − z̄(r)| � ε(δ, r)% r ∈ [R1, R2]� '
� �
� M $����
�� � z̄ ∈ M % ��

ε(δ) → 0 ��� δ → 0�

��



� § 4 �
���
����
D��; ����
���� ���=���
 ������� ����
��+

���� ��	
% ������ ����� ���������
���; ��� ��
�������� �<���

��
����� ���
 &.�; ������ ��	
/ !4 ���=���� ���������� 2����+

�
��
D:�� M↓ ��� ��.��
D:�� M↑4 ���
������� �������7 -4 ���+

=���� �������� 2���� M� ��� ���� M�4 ���
������� �������7

"4 ���=���� ���������+�������� 2�����
��
D:�� �������� ����

M↓�% �����
��
D:�� �������� ���� M↓�% ��.��
D:�� ��������

���� M↑� ��� ��.��
D:�� �������� ���� M↑�4 ���
������� ����+

���7 I4 ���=���� ���
������� ������� � �������� ������� ���+

��
���� ���<��
 ML�

C����	;��; �����% ���
���
D:�% ��� ��� ����� �<�� �
+

	
�� z̄(r) ����
	�=�� �	���� �� ���=���/ C[R1, R2]∩M↓% C[R1, R2]∩
M↑% M�% M�% M↓�% M↓�% M↑�% M↑�7 zn(r)$������������ H����

�� ���=���
 Zδn

M � δn → 0 ��� n → ∞% �� ��� ���� �
�����+

�
; ���	������ zn(r) � z̄(r) �
 ������������ ����� [γ, σ] ⊂ (R1, R2)

��� n → ∞� )
���
����
D��; ������;% ��� ������� ���
�	���� .��

������ ����=	��;� E��
���
��; �
������
; ���	������ �������

zn(r) ∈ Zδn

ML
% �	 δn → 0 ��� n → ∞ �
 [R1, R2] � ������� �<��D

z̄(r) ∈ ML�

�� �����/ .���� 	�����
��� ��	�
�
D��; ������� ���	�

���.��=G����� �<��; �����
����� ��
����� ���
 &.�; ������

��	
 �
 ����
����� ���=���
� ������� ����
������ ��	
 � �����

����<����� �����
���� �<��;�

� § 1 �
���
����
��; �.:
; ���
 ������+�
�������� 
�������+

�
��� �
	
�� � ����;��; ���������� ���=���
 ���.��=G���� �+

<���� 3�
���� ���
 &.�; �
�����
��; � �.:� ��	

(Az(r))(ξ) =

∫
D

K(ξ, r)z(r)dr = u(ξ), ξ ∈ T, 2-4

�	 K(ξ, r) = (ξ − r)−α% 0 < α < 1% T = {R1 < ξ � R2}% D = {R1 �
r � ξ � R2}% u(R1) ≡ 0 ��� K(ξ, r) = r(r2 − ξ2)−1/2% T = {R1 � ξ <

�	



R2}% D = {R1 � ξ � r � R2}% u(R2) ≡ 0� C�	���
�
��; ��	�D:/

!4 ����� �<�� z̄(r) ∈ M ⊂ L2[R1, R2]% M $����
���� ���=����

�������% �
���������� � ����� ��
�7 -4 ����
; ��
�
; �
��� ū(ξ) ∈
L2[R1, R2]� ��.��
D��; ���� χr � χξ/

χr = {ri}n
1 : R1 = r1 < r2 < . . . < rn = R2,

χξ = {ξj}m
1 : R1 = ξ1 < ξ2 < . . . < ξm = R2.

������ ��
���; ������� z(r) � u(ξ) �.���
�
D��; ��	�D:�� �.�
+

���/ z(ri) = zi% u(ξj) = uj� ����
��;% ��� ����� ������ ��
��� �
���

ū(ξ) � ������ ������� ��
���� ūj% �
	
�� ������ ûδ = (uδ
1, . . . , u

δ
m)

� δ̂ = (δ1, . . . , δm)% �
��% ��� −δj � ūj − uδ
j � δj% j = 1, m� C�	�
�
D�+

�; 	�
 ��	��	
 � ��������D ������������ ���=���
 ���.��=G����

�<��� ��
����; 2-4�

������ ���	�� �
��D�
��; � ��	�D:�� ������; z(r) �
��;+

��; �������+������� ������� zn(r)/

zn(r) = zi +
zi+1 − zi

ri+1 − ri
(r − ri), r ∈ [ri, ri+1],

�	 i = 1, n − 1� ���	���; ���
��� An/ (Anz(r))(ξ) ≡ (Azn(r))(ξ) 	�;

∀z ∈ Z� � ���� ���
��������� ����� ���
���
 AZ→U / ‖Anz−Az‖U =

‖A(zn − z)‖U � ζ‖zn − z‖Z � ζh(n)% �	 ζ $������
; �����
��
% ��
+

��� ������� ������;��;7 h(n)$����
 ����� 	�; ����� ‖zn − z‖Z �

E�; �
���
����
��� � �
.�� ����
����� ���=��� ���
���
��;% ���

h(n) → 0 ��� n → ∞� � �
���� ���=���
 ���.��=G���� �<���

������
��; ���=����

Z∆
M = {z ∈ M : ‖Anz − uδ‖U � ∆},

�	 ∆ = ζh(n)+δ $ �
	
��
; �����
��
 2��� ��������
���� n4% ���	+

�;D:
; ����<����� ���	��� 	
����� C���	 � ����������� �
	
�

�
��<
��; 
��������
��� ����� � ������
���� U = L2[R1, R2] 2	�;

��




��������
��� �����
��� ��������D��; ������� ��
����4/

‖Anz − uδ‖2
L2

≈
m∑

j=1

(
(Azn(r))(ξj) − uδ

j

)2
τj, 2"4

�	

τj =
1

2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ξ2 − ξ1, j = 1,

ξj+1 − ξj−1, j = 2, m − 1,

ξm − ξm−1, j = m,


 ��
���; (Azn(r))(ξj) ��	��
���� � ��	/ (Azn(r))(ξj) =
n∑

i=1
ajizi% �	

H����� aji �
	
D��; �������� 
�
���������� ���
=��;��� C�+

��<����� ��
��� �
��� δ �
��	���; �� ������ δ2 ≈
m∑

j=1
δ2
j τj�

� �
���� ������������ ���=���
 ���.��=G���� �<��� �
+

	
�� ������
��; ���=����% �.�
���
��� ������� �������
���+

�
 
�������� ���
������ M̂ � ���=���
 �<���% ������
����� ��

�������� � ����	���� 	
�����/

Ẑ∆
M =

⎧⎨⎩ẑ ∈ M̂ :
m∑

j=1

(
n∑

i=1

ajizi − uδ
j

)2

τj � ∆2

⎫⎬⎭ .

?	�� ẑ = (z1, z2, . . . , zn)$����� ������� ��
����� �
��=	�� ���+

�����
����� ���.��=G����� �<��; ẑ∆ ���	���; � �������
��� ��
	+

�
������ ������� �
 ���=��� M̂ �	��� �� �������� ���	���

�� �
���� ���	��� 	�
D��; 	����������� ��	����=��; �

�������
� �����
������ ��
����; 2-4�

!4 ��:����D� �
�� ������� ϕl
i(r)% ϕu

i (r)% ψl(r)% ψu(r)% zl
n(r) =

n∑
i=1

ϕl
i(r)zi + ψl(r)% zu

n(r) =
n∑

i=1
ϕu

i (r)zi + ψu(r)% ��� ∀z(r) ∈ M / zl
n(r) �

z(r) � zu
n(r) �
 ����� [R1, R2]% �	 zi = z(ri)% i = 1, n�

-4 C�� ��	��
���� zl
n(r) � zu

n(r) � ��
���� 2-4/ (Azl
n(r))(ξ) =

n∑
i=1

vl
i(ξ)zi+wl(ξ)7 (Azu

n(r))(ξ) =
n∑

i=1
vu
i (ξ)zi+wu(ξ)7 ������� vl

i(ξ)% v
u
i (ξ)%

wl(ξ)% wu(ξ) �
	
D��; 
�
���������

��



'
� �
� �����
����� ���
��� &.�;$ ������
������% �� 	�;

��� ������� z(r) ∈ M / zl
n(r) � z(r) � zu

n(r)% r ∈ [R1, R2] � �D.���

ξ ∈ [R1, R2] ���
�	���� ��
������

(Azl
n(r))(ξ) � (Az(r))(ξ) � (Azu

n(r))(ξ).

� �
���� ������������ ���=���
 ���.��=G���� �<��� �����+

�
��; ���=����

Ẑ∆
M =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ẑ ∈ M̂ :

n∑
i=1

vl
jizi � uδ

j + δj − wl
j, j = 1, m

n∑
i=1

vu
jizi � uδ

j − δj − wu
j , j = 1, m

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ,

�	 vl
ji = vl

i(ξj)% vu
ji = vu

i (ξj)% wl
j = wl(ξj)% wu

j = wu(ξj)� ���=���� Ẑ∆
M

��	��
��;� ��.�� �
������� �������� ���
������� �������
����%

�.�
���
���� ������� �������
����
 M̂ � ��������� �������
�+

���� ���=���
� C���<����� 
��������
��� � 	
���� ����
 ������
+

��; 
����
������� ��������
��� ���.��=G��� �<�� ��=� .���

�
�	�� � ����:�D �������
��� ��
	�
������ ������� 2"4 �
 ���=+

��� Ẑ∆
M �

� § 2 �
���
����
��; �.:
; ���
 ����� ����<����� �<��;

��
����� ���
 &.�; ������ ��	
 �
 ����
����� ���=���
� ����+

��� ����
������ ��	
� C�������� �� H����� ���=���
 Z∆
M 2Z∆

M 4

;��;D��; ���.��=G����� �<��;�� �
	
��% �� ����<����� �<��;

2� ��G��� ����<����� ���	��� 	
���� � 
��������
���4 ���	�;�+

�; ��	�D:�� �.�
���/ !4 � ����:�D ��
���; ε(∆)/

ε(∆) = sup{‖z1 − z2‖Z : z1, z2 ∈ Z∆
M (z1, z2 ∈ Z∆

M )};
-4 � ����:�D ������� ε(∆, r)% r ∈ [R1, R2]/

ε(∆, r) = sup{|z1(r) − z2(r)| : z1, z2 ∈ Z∆
M (z1, z2 ∈ Z∆

M )}.
C�	�
�
��; �������% � ����� ����; �������� �
���
���% 
�������

��������; ����<����� ε(∆) � ε(∆, r)% ������� �����
� �
 �
��=	+

��� ������� zl(r) � zu(r)% ���
�����
D:�� ���=���� ���.��=G����

��



�<��� Z∆
M 2Z∆

M 4 ����� � ����� 2∀z(r) ∈ Z∆
M (z(r) ∈ Z∆

M ) ���
�	����

��
������ zl(r) � z(r) � zu(r)% r ∈ [R1, R2]4� � H��� ����


ε(∆) � ‖zu − zl‖Z , 2I4
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M 4� 6�� ��
���; ���	�;D� ����<����� �D.��� ��������+

���� �<��; � n ����
�/ ∀ẑ ∈ Ẑ∆
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