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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Диссертация посвящена изучению структурной устойчивости общих свойств мо-

делей геофизической гидродинамики и частных видов течений, по отношению к смене 

типа модели. Усложнение модели происходит за счет “малых” факторов двух видов: 

векторных геометрических (размерности задачи, типа обтекаемых препятствий, харак-

тера внешних сил) и скалярных динамических (учет эффектов вращения Земли, неод-

нородности жидкости, диссипативного характера течений). Отдельно исследовались 

процессы установления течений неоднородной жидкости и их зависимость от выбора 

модели. 

 

Актуальность темы: 

В связи с появлением высокоточных средств глобального мониторинга атмосфе-

ры Земли и океана, а также с необходимостью совершенствования качества прогноза 

динамики геофизических систем и перехода к среднесрочному и долгосрочному про-

гнозированию, актуальной оказывается задача разработки адекватных физико-

математических моделей, учитывающих одновременно большое число определяющих 

факторов динамического и диссипативного типов, нелинейный и нестационарный ха-

рактер протекающих процессов, сложную геометрию течения.  

Вплоть до настоящего времени остается актуальной задача исследования природы 

тонкой структуры геофизических систем, процессов ее формирования, устойчивости, 

взаимодействия с другими элементами течений, а также влияния на процессы переноса 

примеси и энергии. 

Принимая во внимание нелинейность моделей гидродинамики и широкий спектр 

упрощенных моделей важным представляется исследование и сравнительный анализ их 

общих свойств методами теории групп Ли. Ввиду большого числа определяющих фак-

торов, учет которых часто приводит к появлению малых параметров в системе уравне-

ний движения, делает актуальной задачу изучения структурной устойчивости течений 

по отношению к малым изменениям выбранной модели. Качественно исследовать та-

кие эффекты представляется естественным на примере течений около тел правильной 

формы − плоскости, цилиндре, сфере − традиционных объектах гидродинамики. 
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Цель работы: Целью данной работы является 

– Изучение общих свойств распространенных моделей геофизической гидродинамики, 

отражающих основные физические принципы механических систем, а также свойст-

ва пространства и времени.  

– Исследование влияния гипотез использованных при построении распространенных 

упрощенных моделей на структуру групп симметрий исходной системы уравнений 

геофизической гидродинамики. 

– Изучение процессов формирования одно- и двумерных слоистых течений и их 

структурной устойчивости к модификации модели течения по степени сложности от 

однородной жидкости до стратифицированной жидкости с диффузией; 

– Исследование зависимости установившихся периодических течений от частоты ко-

лебаний тела и их устойчивости по отношению выбранной модели. 

– Изучение возможности расширения области применения теоретико-групповых ме-

тодов для построения приближенных решений задач теории стратифицированных 

течений за счет использования приближенных групп симметрии. 

– Разработка программ компьютерной алгебры, реализующих процедуру поиска при-

ближенных групп симметрии уравнений геофизической гидродинамики. 

 

Методы исследований: 

При выполнении диссертационной работы использовались методы теории непре-

рывных групп, теории возмущений, интегральных преобразований, асимптотического 

анализа. При проведении вычислений и представления решений широко использова-

лись методы компьютерной алгебры. 

 

Научная новизна: В работе получены следующие результаты: 

– На основе сравнительного теоретико-группового анализа показаны изменения физи-

ческих и пространственно-временных свойств моделей геофизических течений при 

переходе от глобальных моделей к локальным, выявлено полное механико-

кинематическое содержание перехода к приближению Буссинеска и пограничного 

слоя в неоднородных жидкостях.  

– Впервые на примере слоистых течений стратифицированной жидкости детально 

изучен процесс формирования тонкой структуры геофизических течений. Показано 
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качественное изменение свойств течений при смене модели (от модели однородной 

жидкости к модели стратифицированной жидкости с диффузией). В ряде случаев 

выявлена неравномерность предельного перехода к моделям стационарных течений. 

– Впервые для периодических слоистых течений с диссипацией двух видов выявлено 

наличие резонансной частоты колебаний генератора, когда амплитуда колебаний 

частиц жидкости не затухает с удалением от источника (неравномерный переход к 

режиму установившихся колебаний). 

– Показано, что в многокомпонентной среде пограничный слой всегда расщепляется 

на плотностной и скоростной независимо от значений коэффициентов диссипации. 

– Показано, что использование приближенных симметрий в теории неоднородных 

жидкостей позволяет строить автомодельные решения с заданной степенью точно-

сти в задачах, не допускающих точные группы растяжений. 

– Разработан и реализован пакет программ поиска приближенных групп симметрий 

систем дифференциальных уравнений в частных производных. 

 

Практическая значимость: 

Полученные результаты могут быть использованы при построении новых моде-

лей геофизических систем, являющихся основой долгосрочных прогнозов их динами-

ки. В частности на базе могут быть уточнены представления о тонкой структуре океа-

нических и атмосферных течений и ее влиянии на интегральные характеристики геофи-

зических процессов. 

 

На защиту выносятся: 

– Результаты сравнительного анализа групп симметрий уравнений геофизической гид-

родинамики и приближенных моделей. 

– Решение и анализ задач формирования одно- и двумерных слоистых течений в ли-

нейно стратифицированной жидкости. 

– Решение и анализ задач динамики одно- и двумерных периодических слоистых те-

чений. 

– Классификация групп приближенных симметрий уравнений стратифицированного 

пограничного слоя в зависимости от соотношения между основными безразмерными 
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комплексами (числами Рейнольдса, Фруда, Шмидта) и их применение для решения 

геофизических задач; 

– Программы расчета приближенных симметрий уравнений геофизических течений; 

 

Публикации: Результаты работы опубликованы в 9 научных публикациях. 

 

Апробация работы: Основные результаты были представлены на Всероссийской 

научно-молодежной школе “Возобновляемые источники энергии”. (Москва. 2003), На-

учной конференции “Ломоносовские чтения” (Москва, 2004), Четвертой всероссийской 

научной конференции “Физические проблемы экологии” (Москва, 2004), международ-

ной конференции “Fluxes and Structures in Fluids” (Москва, 2005); неоднократно докла-

дывались на семинаре кафедры физики моря и вод суши физического факультета МГУ 

им. М.В. Ломоносова, Объединенном семинаре “Динамика природных систем”, ИПМех 

РАН. 

 

Структура и объем диссертации: Диссертация состоит из введения, трех глав, 

заключения, списка литературы из 105 наименований и двух приложения. Общий объ-

ем диссертации 111 страниц, включая иллюстрации. 

 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

Во введении Обосновывается актуальность работы по сравнительному анализу 

геофизических моделей, структурной устойчивости их общих свойств и свойств харак-

терных типов течений. Приводится обзор работ по теме, определены основные виды 

задач. 

В первой главе вводятся основные характеристики и понятия неоднородных, 

вращающихся жидкостей, базовые термодинамические соотношения между ними, при-

водятся уравнения движения геофизической гидродинамики. Обсуждаются граничные 

и начальные условия, распространенные приближения. В приближении несжимаемой 

жидкости выведены уравнения стратифицированных течений, в том числе и в прибли-

жении Буссинеска. Эффекты вращения рассматриваются в рамках геометрии двух ви-

дов: сферической (глобальные модели) и плоской (локальные модели). Приведены 

важные с практической точки зрения уравнения стратифицированного пограничного 
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слоя. Теоретико-групповой анализ (как точный, так и приближенный) всех приведен-

ных моделей проводится в следующей главе.  

Отдельно обсуждаются основные размерные характеристики и безразмерные 

комплексы, входящие в модели, определяется система малых параметров. Формулиру-

ются базовые требования к построению приближенных моделей геофизических тече-

ний. 

Во второй главе изучены общие свойства базовой модели геофизических тече-

ний и распространенных ее приближений в зависимости от геометрических, динамиче-

ских и диссипативных факторов. Инвариантные свойства моделей демонстрируются на 

примере автомодельных решений. 

В первом параграфе главы 2 обсуждаются группы симметрий уравнений вра-

щающейся стратифицированной жидкости находящейся в поле плоского и центрально-

симметричного поля силы тяжести. Для несжимаемой стратифицированной жидкости в 

приближении Буссинеска уравнения движения с учетом вращения Земли с угловой ско-

ростью , вязкости и диффузии имеют вид  Ω

( )

( )

2

div 0

P S
t
S S S
t

∂
+ ∇ = −∇ +ν∆ + − ×

∂
∂

+ ∇ = κ∆
∂

=

u u u u g u

u

u

Ω

 

Здесь ( ), ,u v w=u  − скорость, − концентрация примеси, − давление, отне-

сенное к единичной плотности, − угловая скорость вращения Земли, − ускорение 

свободного падения, 

S  P  

Ω  g  

ν  и − коэффициенты кинематической вязкости и диффузии со-

ли, соответственно. 

В геофизической гидродинамике используются две основные модели: глобальная, 

когда течения происходят в рамках сферической геометрии в центрально симметрич-

ном поле силы тяжести

 κ  

 rg= −g e  и локальные, в приближении плоской Земли и одно-

родном поле тяжести zg= −g e

 осущ

моделей до 

 

чести 

. Однако, кроме естественных предположений о том, что 

выбор модели должен ествляться с учетом масштаба течений, детального сопос-

тавления свойств сих пор не проводилось. Вторым распространенным при-

ближением гидродинамики неоднородных сред является приближение Буссинеска. Ве-

личина эффектов плаву характеризуется характерным размером (масштабом стра-

тификации 1ln /d dz −Λ = ρ ), собственным временем − периодом N ) и часто-( 2 /bT = π

 7



той ( /N g=

несжимаемой 

 в виде 

Λ ) плавучести. При переходе к исходной системе уравнений движения 

жидкости первое из приведенных выше уравнений должно быть перепи-

сано

( ) ( )
1 2P

t S
∂

+ ∇ = − ∇ + ν∆ + − ×
∂ ρ
u u u u g uΩ  

Естественным средством анализа общих свойств физических моделей являются 

непрерывные группы. В сферически симметричном поле силы тяжести rg= −g e  с осью 

вращения группа симметрии порождается генераторами, отражающими такие фун-

даментальные свойства физических систем как однородность времени  (вре-

менные сдвиги); взаимосвязь между давлением и концентрацией примеси 

P

 Oz  

1 tX = ∂

 

2 SX gr= ∂ − ∂

мени ( )

, свободу выбора давления с точностью до произвольной функции вре-

Эти свойства являются общими для всех вышеприведенных моде-

лей. 

Кроме того, не зависимо от использования приближения Буссинеска, глобальные 

модели геофизики обладают симметрией поворотов относительно вертикальной оси 

 (повороты вокруг оси ); 

В остальном свойства сферической и плоской моделей существенно различаются. 

В силу центральной симметрии поля тяготения глобальные модели в приближении 

Буссинеска обладают в неинерциальной системе координат изотропией пространства 

относительно осей и , вращающихся вместе с Землей с угловой скоростью

PX tπ = π ∂ . 

3X ϕ= ∂  Oz

 Ox%   Oy%  Ω . 

Генератор группы поворотов относительно оси имеет вид  Oy%  

( )

4

2

12cos 2ctg sin 2sin
sin

12 cos cos sin sin 2 cos
sin

u

w P

X r

r u r

ϑ ϕ
⎛ ⎞= − ϕ∂ + ϑ ϕ∂ + ϕ Ω+ ∂ +⎜ ⎟ϑ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Ω ϑ ϕ− ϕ ∂ + Ω ϑ ϕ∂⎜ ⎟ϑ⎝ ⎠

% % %

% %

 
w

%

здесь tϕ = ϕ+Ω% , sin sin invr yϑ ϕ = =% % , sin cos invr xϑ ϕ = =% % . 

Модели плоской Земли в силу действия двух однородных полей сил Кориолиса и 

тяжести в разных направлениях не допускают свойств изотропии пространства вообще. 

Однако, с другой стороны использование постоянного по направлению поля силы 

тяжести увеличивает число симметрий локальных моделей за счет другого основного 

физического принципа − принципа относительности Галилея, расширенного за счет 

всех поступательно движущихся систем координат. 
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( ) ( ) ( ) ( )( )2x u PX t t t x t yχ = χ ∂ + χ ∂ − χ + χ Ω ∂& && & ; 

( ) ( ) ( ) ( )( )2y vX t t t y t xη = η ∂ +η ∂ − η − η Ω ∂& && & P ; 

( ) ( ) ( )z w PX t t t zζ = ζ ∂ + ζ ∂ −ζ ∂& && . 

где , и ( )tχ ( )tη   ( )tζ  

движения

− произвольные функции времени, физическое содержание кото-

рых − закон  системы координат относительно исходной в направлениях x , 

иy   z  соответственно. 

В моделях со сферически симметричным полем силы тяжести существование вы-

деленной точка пространства − центра симметрии − приводит к полному отсутствию 

симметрий связанных с однородностью пространства. Дополнительной симметрией в 

этом случае является модифицированная за счет эффектов вращения симметрия авто-

модельных преобразований с генератором 

( ) ( )2 2 2
5 2 2 2 sin 3 2 sint r v u w SX t r t v u r w S P rϕ= ∂ + ∂ − Ω ∂ − ∂ − ∂ − Ω ϑ+ ∂ − ∂ − + Ω ϑ ∂  P

Наличие симметрий автомодельных преобразований характерно для многих гид-

родинамических моделей и широко используется для построения точных решений. В 

случае плоской геометрии присутствие вращения (эффекты Кориолиса) делает невоз-

можным наличие у модели любых симметрий растяжения. 

Особенности, вносимые приближением Буссинеска в геофизические модели, изу-

чались на примере уравнений стратифицированной жидкости записанных в отсутствии 

сил Кориолиса для однородного поля сила тяжести. Поскольку полный список симмет-

рий уравнений стратифицированных течений был приведен в литературе ранее, далее 

анализируются только наиболее существенные изменения, вносимые приближением 

Буссинеска. 

Отличительной чертой общих уравнений несжимаемой стратифицированной 

жидкости, является точное следование принципу относительности Галилея без воз-

можности его расширительного толкования. В этом случае генераторы групп преобра-

зований совпадают с генераторами уравнений газовой динамики и имеют вид 

i6 8 ix uX t= ∂ + ∂K  (Принцип относительности Галилея); 

Анализ показывает, что расширительное толкование принципа относительности 

Галилея для уравнений записанных в приближении Буссинеска происходит из-за пре-

небрежения зависимостью плотности от солености в члене, содержащем давление, и, 
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таким образом, из-за придания стратифицированной жидкости свойства баротропности, 

которое выполняется не для всех течений. 

Второй отличительной чертой приближения Буссинеска является нарушение ра-

венства гравитационной и инерционной масс, следствием этого факта является появле-

ние анизотропии при переходе в свободно падающую систему координат в однородном 

поле силы тяжести. Если исходная модель инвариантна относительно трех групп вра-

щения в горизонтальной и вертикальных (с модификацией) плоскостях 

9 x y u vX y x v u= ∂ − ∂ + ∂ − ∂  (вращения в горизонтальной плоскости); 

( )
2

10,11 2 i ix i z v i w
gtX z x gt w v

⎛ ⎞
= + ∂ − ∂ + + ∂ − ∂⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

то исходные уравнения Буссинеска инвариантны только по отношению к поворотам в 

горизонтальной плоскости.  

Таким образом сравнение общих свойств симметрии выявило значительное раз-

личие между свойствами глобальной и локальных моделей геофизических течений, ко-

гда поля сил тяжести и Кориолиса считаются однородными. Переход к сферически 

симметричному полю силы тяжести вместе с эффектами вращения естественным обра-

зом приводят к потере свойства однородности пространства. Этой же причиной вызва-

на и потеря модельными уравнениями инвариантности по отношению к преобразова-

ниям Галилея. В тоже время изотропия пространства сохраняется не только по отноше-

нию к поворотам вокруг оси но также и относительно двух других осей системы 

координат, однако теперь  система должна вращаться вместе с Землей с 

угловой скоростью . 

Сравнительный анализ групп симметрий уравнений несжимаемой стратифициро-

ванной жидкости с учетом эффектов вращения, стратификации, в приближении Бусси-

неска и при отказе от него показал, что нарушение принципа эквивалентности гравита-

ционной и инерционной масс приводит к потере изотропии пространства в выделенной 

падающей с ускорением свободного падения системы координат (состояние невесомо-

сти отсутствует), остается только инвариантность по отношению к поворотам в гори-

зонтальной плоскости. Другим следствием замены члена

 Oz , 

координатная

 Ω

 ( )P S∇ ρ  на ( 0P∇ )ρ  в при-

ближении Буссинеска является фактическое придание жидкости свойств баротропно-

сти, в результате, как и в случае однородной несжимаемой жидкости, принцип относи-

тельности Галилея расширяется за счет всех поступательно движущихся относительно 
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друг друга систем координат. 

Второй параграф главы 2 посвящен анализу симметрий уравнений стратифици-

рованного пограничного слоя и использованию групп растяжения для построения ин-

вариантных решений. Уравнения стратифицированного пограничного слоя, записанные 

для плоскости, наклоненной на угол α  к горизонту, имеют вид 

( )

2

2

2

2

sin

sin cos

0

u u u uu v v g S
t x y y

S S S Su v u v
t x y y
u v
x y

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − α

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = κ + α+ α

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 Λ

Группа симметрий уравнений пограничного слоя во многом совпадает с группой 

уравнений несжимаемой стратифицированной жидкости, однако в ней, как и в случае 

однородной жидкости, отсутствуют группы вращения. Эта анизотропия заранее навя-

зана неравноправием осей x и y, следующим из условий построения модели. Однако, 

если несжимаемость вместе с условием баротропности приводят к эквивалентности 

всех систем координат, движущихся поступательно с произвольным ускорением, то 

пренебрежение поперечной компонентой скорости в одном из уравнений движения 

расширяет класс таких систем. В поперечном направлении эквивалентными оказыва-

ются также и системы координат движущиеся и с вращением, и с деформацией. 

( ) ( ) cos, s
2y t x v S
g in 2 PX t x u dxη

α
= η ∂ + η + η ∂ + η∂ − α η ∂

Λ Λ ∫  

Преобразование поперечной компоненты скорости при этом будет определяться 

конвективным переносом закона движения ( ),t xη  

показывают

однородной

времени, 

вдоль тангенциальной компоненты 

скорости. Непосредственные вычисления , что таким же свойством обла-

дают и уравнения пограничного слоя в  жидкости. Обычно указывается на 

зависимость закона движения только от и генератор Xη  приводится в виде 

v . 

В работе найдены все расширения допускаемой группы преобразований при ча-

стных значениях угла наклона  (

( ) y tX tη = η ∂ +η ∂

 α 0, / 2α = π ). 

В качестве примеров использования групп симметрии рассмотрены краевые зада-

чи двух типов. Одна из них характерна для задач о распространении тепла вызванная 

разностью температур в нуле и на бесконечности, а другая типична для динамики стра-
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тифицированных течений, когда границы тел являются непроницаемыми для диффузи-

онных потоков примеси, а на бесконечности возмущения, вызванные движущимся те-

лом, затухают, и распределение солености становится близким к исходной стратифика-

ции. 

В случае горизонтального движения пластины происходит расширение группы 

растяжения 

1 x uX x u= ∂ + ∂ , 2 2y u vX y u v= ∂ − ∂ − ∂ , 3 SX S= ∂ . 

что позволяет решать широкий класс задач. 

В задаче с краевыми условиями первого рода (задача об источнике) 

∞

для построения автомодельной замены переменных генератор группы растяжения дол-

жен выражаться через генераторы базиса как 

00, , 0
, ,

u v S S y
u U S S y∞ ∞

= = = =

= = →
 

1 2 32 1 0 2 x y vX X X X x y v= ∗ + ∗ + ∗ = ∂ + ∂ − ∂ . (1) 

Uz y
x
∞=

ν
, u U f∞ ′= , ( )1

2
Uv z f f , 

x
∞ ′= −

ν
( )xU f z∞ψ = ν , ( )S z=σ  

В задаче об обтекании горизонтальной пластинки потоком линейно стратифици-

рованной жидкости с диффузией граничные условия для солености становятся второго 

рода 

0, 0, 0

, ,

yu v S y

yu U S y∞

= = = =

= = −
Λ

 
→∞

что приводит к изменению линейной комбинации базисных генераторов группы растя-

жения, с помощью которой уравнения пограничного слоя могут быть сведены к систе-

ме обыкновенных дифференциальных уравнений и вместо формулы (1) имеем 

1 2 32 1 1 2 x y v SX X X X x y v S= ∗ + ∗ + ∗ = ∂ + ∂ − ∂ + ∂ . (2) 

Uz y
x
∞=

ν
, u U f∞ ′= , ( )1

2
Uv z f f , 

x
∞ ′= −

ν
( )1 xS z

U∞

ν
=− σ

Λ
, ( )xU f z∞ψ = ν  

После перехода к автомодельным переменным приведенные выше задачи описы-

ваются обыкновенными дифференциальными уравнениями, решение которых строятся 

методом сращиваемых асимптотических разложений.  
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Решения описывают расщепленный (на скоростной и плотностной) пограничный 

слой, функции скорости и солености на некотором удалении от края пластины являют-

ся гладкими монотонными функциями независимых переменных задачи. 

Горизонтальная компонента скорости Соленость

В отсутствии диффузии в стационарном пределе соленость и функция тока связа-

ны друг с другом соотношением

 u   S  

 ( )S F= ψ . Вид функциональной зависимости опреде-

ляется из краевых условий,  выбора функции оказывается настолько 

большой, что в качестве решения построить такую функцию солености, которая 

одновременно удовлетворяла бы  условиям первого рода на пластине и бес-

конечности, и обеспечивала бы непротекания на пластине. А во второй задаче 

выполнение условия на бесконечности  связь

причем свобода

 можно 

 и заданным

условие 

 налагает  fσ = , что одновременно обеспе-

чивает и условие непротекания на пластине. 

Таким образом, построение решений приведенных выше краевых задач оказыва-

ется возможным благодаря широкой группе автомодельных преобразований допускае-

мых уравнениями пограничного слоя около горизонтальной пластины. Если движение 

границы происходит под углом горизонту, то группа симметрии сужается, и физиче-

ский анализ задач усложняется. Однако, и в этом случае методы теории непрерывных 

групп можно применять для построения приближенных решений гидродинамических 

уравнений.  

Третий параграф главы 2 посвящен построению приближенных симметрий ста-

ционарных двумерных уравнений стратифицированных течений и изучению их зави-

симости от соотношения между основными определяющими параметрами задачи в ос-

новном приближении пограничного слоя, когда . 

Стационарные двумерные уравнения стратифицированного пограничного слоя 

записываются в безразмерном виде для переменных функция тока  – полная соле-

 1Re >>

ψ
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ность При этом отдельно рассматриваются два случая: первый, когда эффекты диф-

фузии малы, и соленость линейным образом связана с функцией тока. Второй случай 

ет существенному вкладом эффектов диффузии в динамику течения, а кон-

центрация примеси является дополнительной функционально независимой переменной 

задачи описываемой отдельным уравнением второго порядка. 

первом случае уравнения движения сводятся к единственному уравнению отно-

сительно функции тока 

 S . 

 

соответству

 

В 

2 21 0,y x xx y Re Fr
⎡ ⎤∂ ∂ γ
ψ −ψ − ∇ ∇ ψ+ ψ =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

где Re Ul= ν  – число Рейнольдса, и  – характерный размер и скорость натекающе-

го потока, 

l   U

2Nl
Fr U
γ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, Fr  – число Фруда,  – частота плавучести, N lγ = Λ  – обезраз-

меренный обратный масштаб стратификации. 

В втором случае определяющие уравнения в приближении Буссинеска образуют 

систему уравнений второго порядка, которая может быть записана в виде 

1 0

1 0

z x x z x

z x x z

S
Re Fr

S S S
Sc

γ⎧ ⎫ψ ∂ −ψ ∂ − ∆ ∆ψ + =⎨ ⎬
⎩ ⎭

ψ −ψ − ∆ =
 (3) 

где Sc = ν κ  – число Шмидта. 

Здесь и далее будем рассматривать три возможных типа соотношений (по поряд-

ку величины) между числами Рейнольдса и Фруда, т.е. между инерцией, силами вязко-

сти с одной стороны и силами плавучести с другой. 

A. Баланс “инерция – вязкость 2~Re −ε  – плавучесть” 2~Fr ε ; 

B. Баланс “инерция – вязкость 2~Re −ε ” слабо доминирует над плавучестью 1~Fr ε ; 

C. Баланс “инерция – вязкость 2~Re −ε ” сильно доминирует над плавучестью ~ 1Fr ; 

При этом симметрии каждой моделей ищутся приближённо с точностью до пер-

вого порядка малости 

0 1X X X= + ε . 

Анализ полученных симметрий первого порядка показывает, что в случае, когда 

силы вязкости находятся в балансе с силами плавучести, симметрии первого порядка 

получаются простым удвоением симметрий нулевого порядка. Иначе говоря, прибли-
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женные симметрии нулевого порядка оказываются устойчивыми, и в первом прибли-

жении происходит так называемое наследование симметрий. 

Аналогичная ситуация имеет место и в случае (C), когда эффекты плавучести ма-

лы, и силы инерции определяют инвариантную структуру уравнения вплоть до первого 

порядка малости. С этой точки зрения наиболее интересным случаем является случай 

слабого доминирования сил инерции над силами плавучести (B). В этом случае из двух 

симметрий растяжения с генераторами 3X  и 4X  

наличие

в первом порядке малости устойчивой 

оказывается только их комбинация. Однако  симметрий первого порядка с ге-

нераторами и , а также вместе с 1
4Y   1

5Y  2Y   Yµ  дает возможность строить приближенно 

инвариантные решения задач, в которых эффекты плавучести существенно проявляют-

ся внутри пограничного слоя. 

В теории пограничного слоя широко используются автомодельные решения. Од-

нако, чтобы удовлетворить краевым условиям (например постоянства набегающего по-

тока на бесконечности) часто необходимо иметь несколько генераторов групп растяже-

ния. Для построения такого решения из списка генераторов (B) необходимо выбрать 

такую комбинацию, чтобы после построения редуцирующей замены граничные усло-

вия были удовлетворены в рамках новых зависимых и независимых переменных. Что-

бы построить такую замену переменных рассматривается линейная комбинация трех 

операторов растяжения 

( ) ( ) ( )( )1 1
4 4 5 4 1 3x yZ Y aY bY a x b y a b ψ= + + = + ε ∂ + + ε ∂ + + − ε ψ∂ .  

Значения параметров и выбираются таким образом, чтобы редуцированная 

задача с точностью до

 a   b  

 ( )o ε  удовлетворяла краевым условиям, причем в данном случае 

влияние эффектов плавучести будет сказываться и на масштабах толщины погранично-

го слоя. 

Учет эффектов диффузии усложняет определяющие уравнения и существенно 

расширяет номенклатуру допускаемых типов течений, границы между которыми будут 

определяться балансными соотношениями между безразмерными комплексами систе-

мы (3). В приближении пограничного слоя балансные соотношения (A), (B) и (C) до-

полнятся характерной величиной солености, масштаб которой выбран исходя из пре-

дельного случая отсутствия диффузии. 

В результате проведенных расчетов расклассифицированы симметрии первого 

порядка уравнений стратифицированного пограничного слоя в зависимости от соотно-
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шений между величинами безразмерных комплексов (чисел Рейнольдса, Фруда, Шмид-

та). Показано, что использование приближенных симметрий позволяет строить автомо-

дельные решения с заданной степенью точности в задачах, не допускающих точные 

группы растяжений. 

Третья глава посвящена изучению зависимости свойств слоистых течений стра-

тифицированной жидкости, как на фазе формирования, так и для установившихся ко-

лебаний в зависимости от размерности задач, параметров стратификации и диффузии. 

Начиная с работ Л. Прандтля, на примере подобных течений в геофизике традиционно 

моделируются процессы в океане и атмосферы, возникающие при обтекании препятст-

вий. При этом простота геометрии позволяет детально разобрать процесс формирова-

ния тонкой структуры течений. 

В первом параграфе главы 3 изучались задачи формирования одно и двумерных 

слоистых течений и их структурная устойчивость при переходе от модели однородной 

к стратифицированной жидкости. Уравнения движения слоистых течений имеют вид 

1ˆ ˆsin , sinu SLu gS LS u
t t

∂ ∂
= ν − α = κ + α

∂ ∂
 

Λ

где для плоскости 2 2ˆ /L = ∂ ∂η , для цилиндра 
2

2
1L̂
r rr

∂ ∂
= +

∂∂
. 

На основании точных решений начально-краевой задачи, построенных с исполь-

зованием преобразования Лапласа, детально исследован процесс формирования тонкой 

структуры течений стратифицированной жидкости. В качестве модельных были рас-

смотрены задачи формирования плоскопараллельных течений, возникающих около на-

клоненных к горизонту плоскости и цилиндра, движущихся вдоль самих себя. Транс-

формация свойств решений изучалась при последовательном переходе от модели одно-

родной жидкости к неоднородной и модели учитывающей диффузию стратифицирую-

щей примеси. Показано, что, несмотря на малость параметров отвечающих за эффекты 

стратификации и диффузии, величина их вклада относительно других эффектов (сил 

инерции и вязкости) определяется не только значением скалярных параметров (чисел 

Фруда и Шмидта), но в значительной мере и динамическими факторами. В силу боль-

шого различия по величине скалярных параметров в работе были выделены четыре 

временные области (три области малых времен − вязких, плавучести и диффузионных, 

а также области больших времен), на границах которых происходит смена модели те-

чения. Показано, что предельный переход является неравномерным как в случае  t →∞  
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плоской, так и цилиндрической геометрии для всех моделей за исключением модели 

стратифицированной среды с диффузией. Переход к стационарным моделям ведет не 

только к нерегулярности двойных предельных переходов, но часто и к необходимости 

переформулировки краевых условий. 

Показано, что слабые эффекты стратификации, регулярным образом описывае-

мые уравнениями движения, со временем меняют глобальное поведение течения и при-

водят к формированию тонкой структуры течения, включая сингулярные эффекты 

диффузии. В работе отдельно выделены стационарные модели, применимость которых 

для описания процессов в окружающей среде каждый раз нуждается в обосновании, 

особенно, когда исследуются предельные переходы между смежными геометрически-

ми задачами или моделями. 

Проведенные расчеты временной эволюции течения позволили выделить два ха-

рактерных типа поведения скорости в зависимости от расстояния до плоскости. На ма-

лых расстояниях первоначально сильное вязкое вовлечение жидкости в движение, че-

редуется сменой направления скорости и возникновением противотечения большой 

амплитуды. Следующие смены периодов доминирования сил плавучести и вязкости 

приводят к постепенной адаптации среды к внесенным возмущениям. В тоже время на 

больших расстояниях возмущения заметной амплитуды приходят спустя некоторое 

время после старта, причем их величина примерно на порядок меньше чем в области 

малых расстояний. Максимум амплитуды колебаний наступает тем позже, чем дальше 

находится выбранная точка наблюдений. После достижения максимального значения 

амплитуда колебаний медленно затухает со временем. 

Смена типа течения будет происходить при переходе к большим временам суще-

ственно превышающим диффузионные. В этом пределе эффектами диффузии пренеб-

регать уже нельзя, и решение приближается к стационарному, пространственные ха-

рактеристики которого определяются комбинационным масштабом длины 

. 

Представленные в работе разложения решения в виде временных рядов − асим-

птотических рядов вида 

( )
1/ 424 / sinl N⎡ ⎤= νκ α⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( )2 4

0 1 1

erfc 1 4 sin i erfc
2 2

n m
n n n m

nm
n m

u Nt P
U t t

∞
−

= =

η η⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − α⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ν ν⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑  
2 t
η
ν
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здесь − кратный интеграл вероятности − коэффициенты разложения. 

 

 ( )i erfcn z  , nmP  

0 40 80 120
-0,1

0,0

0,1

0,2

 

t, с

U/U0

 1 
 2 
 3 
 4 
 5 
 6 

 

 

Эволюция скорости течения неодно-

родной жидкости вблизи наклонной 

плоскости.  

Кривые рассчитаны для ,  90α = o

10,99cN −= . 1 − 6 − η = 0.05, 0.10, 

0.15, 0.5, 1.0, 1.5 см. 

0 5 10 15 20
-0,04

0,00

0,04

t, с

U/U0

 1 
 2 
 3 
 4 

 

Эволюция скорости течения неодно-

родной жидкости на больших рас-

стояниях от плоскости согласно 

представлению в виде временных  

рядов на расстоянии от пластины  

η=0.5 см. Кривые рассчитаны для 

, при ограниче-

нии ряда суммой с n = 5, 10 и 20  

членами, кривая 4 соответствует 

аналитическому решению, получен-

ному для стратифицированной  

среды без диффузии 

90α = o , 10,99cN −=

 

Такое представление решения позволило регулярным образом описать течения на 

существенно нестационарной фазе их эволюции, что особенно важно для моделей учи-

тывающих диффузию, когда аналитическое решение в явном виде найти не удается.  

Во втором параграфе главы 3 исследуется влияние периодического движения 

границы на структуру колебаний стратифицированной среды при исключительно вяз-

ком механизме вовлечения. На примере движения плоской и цилиндрической границ 

проанализирована трансформация картины установившихся колебаний при последова-
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тельном усложнении модели течения от вязкой однородной жидкости к вязкой страти-

фицированной и стратифицированной жидкости с диффузией. 

В результате перехода к модели стратифицированной жидкости в показатель за-

тухания Стокса 0 2γ = ω ν  (здесь ω  

эффекты

− частота колебаний границы) периодического 

течения однородной жидкости,  плавучести вносят существенную поправку 

2 2 2sin 2N Nγ = ω − α νω

затухания Nγ  от частоты 

при больших ( sinNω>> α ) 

, уменьшая его величину. Анализ зависимости показателя 

колебаний границы показывает сходство в поведении течений 

и малых ( sinNω<< α ) значениях частот, что существенно 

отличает однородной жидкости. Причем в первом случае эффекты стра-

тификации 

их от течений 

малы и 0 ~Nγ ≈ γ ω , а во втором наличие отличной от нуля частоты пла-

вучести в  (второго механизма колебаний) приводит к росту затухания характери-

стик течения  уменьшением частоты колебаний границы (

 Nγ

 с ~ 1Nγ ω ). 

 

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

0,0

0,4

0,8

N = 0.99 рад/с

U/U0

η, см

 ω = 0.1 рад/с
 ω = 0.9 рад/с
 ω = 1.1 рад/с
 ω = 10  рад/с

 

 

 

Зависимость установившихся

 периодических слоистых  

течений от частоты  

колебания пластины 

 

Если колебания границы происходят с частотой равной эффективной величине 

частоты плавучести α , то к моменту установления колебаний вся жидкость 

приходит в движение и для такой частоты колебания границы условие затухания воз-

мущений на бесконечности не выполняется. 

Учет эффектов диффузии приводит к расщеплению единого пограничного слоя на 

два подслоя разной толщины, с характерными масштабами длины 

 sinэфN N=
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( ) ( )
1

2 22 1 1 2 11
2 4 2

l 1
−

− − − −
±

ω ω
= κ + ν +β ± κ + ν , где 

2 2 2
2

sinNω − α
β =

νκ
. 

Показано, что в моделях с диффузией пограничный слой всегда разделен на два 

подслоя независимо от значения диссипативных параметров жидкости, причем толщи-

на скоростного (вязкого) пограничного слоя существенно зависит от соотношения ме-

жду частотой вынужденных колебаний, частотой плавучести и углом наклона пласти-

ны. 

~ /l lκ += κ ω , ~ / /Nl lν −= ω ω ν ω , где 2 2 2sinN Nω = ω − α . 

Как и в случае среды без диффузии существует вырожденный случай колебаний с 

частотой , когда у характеристического уравнения появляется двукратный 

нулевой корень. В этом случае дифференциальный оператор в пространстве образов 

Лапласа распадается на два коммутирующих оператора 

и

 sinNω= α

0v′′ =   
эф

v i vω′′ =
ν

, эф
νκ

ν = ≈ κ
ν + κ

. 

первый из них отвечает стационарному решению задачи об импульсном старте пласти-

ны с постоянной скоростью, второй − его же нестационарной части с эффективным ко-

эффициентом вязкости, вторая возможная интерпретация − установившиеся колебания 

плоскости в жидкости с эффективным коэффициентом вязкости. 

В третьем параграфе главы 3 исследуется влияние нелинейности на двумерные 

стационарные вихревые течения идеальной несжимаемой жидкости и равномерность 

предельного перехода от стратифицированной среды к однородной. Решения опреде-

ляющего уравнения 

{ } 0 cos sin 0r r r
S r
Frϕ ϕ ϕ⎡ψ ∂ −ψ ∂ ∆ψ + ϕ∂ − ϕ∂ ψ =⎣ ⎤⎦  (4) 

строятся методом разделения переменных в цилиндрической системе координат ( ),r ϕ . 

Предварительный анализ уравнений однородной жидкости показал, что решения, 

состоящие из любого конечного числа членов (содержащие конечное число мод по

( ) ( )
0

expn
n

r in
=

ψ = ψ ϕ∑  

 ϕ ) 

отвечают линейной связи между завихренностью и функцией тока. Связям нелинейно-

го типа (собственно нелинейным особенностям гидродинамических уравнений) отве-
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чают бесконечное число членов ряда Фурье, подстановка которого в определяющие 

уравнения приведет к рекуррентным дифференциальным уравнениям второго порядка 

относительно функций , причем нулевой член разложения − функция ( )n rψ  ( )0 rψ  

словлена

наборами

авнений. 

 из

ловой пе

− 

остается произвольным. Общность решения представленного разложения обу  

наличием одной произвольной функции одного аргумента и двумя счетными  

постоянных интегрирования системы рекуррентных дифференциальных ур

Анизотропия уравнений стратифицированной жидкости вносит значительные -

менения в вид решения. Использование свойств дискретной симметрии по уг -

ременной

) и )

позволяет, не решая задачу, определить, что разложение в ряд Фурье функции тока 

должно содержать только синусы нечетного аргумента. 

Уравнение (4) может быть один раз проинтегрировано 

 ϕ  

( ) (ψ −ϕ = −ψ ϕ   ( ) (ψ π−ϕ = ψ ϕ  

( ) ( )
0

sin (2 1)n
n

r n
∞

=

ψ = ψ + ϕ∑  

( ) 0 sinS
FrF r∆ψ = ψ + ϕ  

А в широко распространенном случае линейной связи между завихренностью и функ-

цией тока решение опять, как и в случае однородной жидкости, описывается функция-

ми Бесселя.  

 

В Приложении 1. приведены необходимые сведения из теории точных и прибли-

женных непрерывных групп непрерывных преобразований. 

 

Приложение 2. содержит блок-схему и текст программы расчета приближенных 

групп симметрии стационарных уравнений стратифицированной жидкости. 
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