
10 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 4ÓÄÊ 517.958:621.372.8ÌÅÒÎÄ Ï�ÎÅÊÖÈÎÍÍÎ�Î ÑØÈÂÀÍÈß Â ÇÀÄÀ×Å ÄÈÔ�ÀÊÖÈÈÍÀ ÑÊÀ×ÊÅ ÏÎÏÅ�Å×ÍÎ�Î ÑÅ×ÅÍÈß Ê�Ó�ËÎ�Î ÂÎËÍÎÂÎÄÀÞ.Â. Ëàçàðåâà, Â.Ï. Ìîäåíîâ(êà�åäðà ìàòåìàòèêè)E-mail: ylazar�list.ruÌåòîäîì ïðîåêöèîííîãî ñøèâàíèÿ âû÷èñëåíà ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ àêñèàëüíî-ñèì-ìåòðè÷íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ñêà÷êå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êðóãëîãî âîëíî-âîäà ñ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ.ÂâåäåíèåÇàäà÷à äè�ðàêöèè âîëíû H0n íà ñêà÷êå ïîïåðå÷-íîãî ñå÷åíèÿ êðóãëîãî âîëíîâîäà îòíîñèòñÿ ê êëàñ-ñè÷åñêèì çàäà÷àì òåîðèè âîëíîâîäîâ [1℄, åå àê-òóàëüíîñòü îáóñëîâëåíà ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòüþ.Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìî-äåëèðîâàíèè öåëîãî ðÿäà âîëíîâîäíûõ óñòðîéñòâ.Åå ðåøåíèå íàõîäèò ïðèìåíåíèå â ïðîáëåìå ðàç-ðàáîòêè ýëåìåíòîâ ìàãíèòíîé ïàìÿòè äëÿ ñîâðå-ìåííûõ ÝÂÌ. Ìíîãîîáðàçèå ïðèìåíåíèé âûçâà-ëî ïîòðåáíîñòü â äàëüíåéøåì ðàçâèòèè ðàçëè÷íûõìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è [1�6℄, â ÷àñòíîñòèìåòîäà ïðîåêöèîííîãî ñøèâàíèÿ [7�11℄.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � íà ïðèìåðå ðåøåíèÿðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðîèëëþñòðèðîâàòü ý��åê-òèâíîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà, îñíîâàííîãîíà ìåòîäå ïðîåêöèîííîãî ñøèâàíèÿ, ïîçâîëÿþùåãîó÷åñòü â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå óñëîâèÿ Ìåéêñíå-ðà ¾íà ðåáðå¿, óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ è ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ íà ìåòàëëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäàâ îáùåé ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äâóõ ïî-ëóáåñêîíå÷íûõ âîëíîâîäîâ.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂûáåðåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàòr,', z , òàêóþ, ÷òî îñü Oz íàïðàâëåíà âäîëü âîë-íîâîäà, ïëîñêîñòü ñî÷ëåíåíèÿ äâóõ îáëàñòåé âîëíî-âîäà ñ ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè 	SI, 	SII îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèåì z= 0 (ðèñ. 1).
�èñ. 1. Ñõåìà âîëíîâîäà

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèèðåøåíèÿ u(r, z) = E' óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà�2u�z2 + 1r ��r �r�u�r �+�k2� 1r2�u= 0 (1)â îáëàñòè 
 = 
I [ 
II [ SI \ SII , ãäå 
I = f(r, z) j0 < r < rI, �1 < z < 0g, 
II = f(r, z) j 0 < r < rII,0 < z <1g .�åøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëî-âèÿì:1) ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ Äèðèõëå íà èäåàëüíîïðîâîäÿùåé ìåòàëëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòèuj�
 = 0;2) óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ è âîçáóæäåíèÿ (òðåáîâà-íèþ îòñóòñòâèÿ âîëí, ïðèõîäÿùèõ èç �1 , êðîìåçàäàííûõ ïàäàþùèõ âîëí)
u(r, z) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
uI = 1Xn=1 An'In(r) exp(iInz) ++ 1Xn=1 Bn'In(r) exp(�iInz)ïðè z < 0,uII = 1Xn=1Cn'IIn (r) exp(iIIn z) ++ 1Xn=1 Dn'IIn (r) exp(�iIIn z)ïðè z > 0,

(2)
ãäå An = Æn1 � àìïëèòóäû ïàäàþùèõ èç �1 íîð-ìàëüíûõ âîëí â ïåðâîé îáëàñòè; Bn, Cn � àìïëè-òóäû îòðàæåííûõ è ïðîøåäøèõ âîëí; Dn � àìïëè-òóäû âîëí, ïàäàþùèõ èç +1 âî âòîðîé îáëàñòè;�'jn(r)	, �jn = ��nrj � � ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíê-öèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèéSI è SII , êîòîðàÿ èìååò âèä'jn = J1(�jn � r)J1(�jn � r) ,



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 4 11ãäå J1 � �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (âðå-ìåííàÿ çàâèñèìîñòü âçÿòà â âèäå e�i!t ; �n � êîðíèóðàâíåíèÿ J1(�n) = 0; jn =qk2 � �jn2 � ïîñòîÿííûåðàñïðîñòðàíåíèÿ; k = 2�� � âîëíîâîå ÷èñëî ïàäàþ-ùåé âîëíû.Ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ïîëíû è îðòîãî-íàëüíû:rIZ0 'In(r)'Im(r)r dr = Ænm, rIIZ0 'IIn (r)'IIm(r)r dr = Ænm;(3)3) óñëîâèþ ñîïðÿæåíèÿ (òðåáîâàíèþ íåïðåðûâ-íîñòè u è �u�z â îáëàñòè SII ïðè z= 0);4) óñëîâèþ Ìåéêñíåðà R�V (juj2 + jgrad uj2) dV <<1 äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé îáëàñòè �V , ñîäåðæàùåéãðàíèöó êîëüöà SInSII ïðè z= 0.Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿëî èíòå-ãðàëüíûì óñëîâèÿì ïðîåêöèîííîãî ñøèâàíèÿ [8℄â ïëîñêîñòè z= 08>>>>>>><>>>>>>>:
rIZ0 uI���z=0 'Im(r)r dr = rIIZ0 uII���z=0 'Im(r)r dr,rIIZ0 �uI�z ����z=0 'IIm(r)r dr = rIIZ0 �uII�z ����z=0 'IIm(r)r dr. (4)
Èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (4) (íåïðåðûâíîñòè ïîòî-êà ýíåðãèè) ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ìåéêñíå-ðà, óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ â ñðåäíåì, à òàêæå âûïîë-íåíèå â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿïðè z= 0 â îáëàñòè SII .2. ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿÏðèáëèæåííîå ðåøåíèå uN â êàæäîé èç ÷àñòè÷-íûõ îáëàñòåé 
I è 
II áóäåì èñêàòü â âèäå êî-íå÷íûõ ñóìì â âûðàæåíèÿõ (2). Ýòî ïðèáëèæåííîåðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà (1)è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.Ïîäñòàâëÿÿ uN â ïðîåêöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (4)è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (3), ïîëó÷èìêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ èñêîìûõ êî-ý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Bn è Cn , êîòîðóþ çàïè-øåì â ìàòðè÷íîì âèäåM �X = K. (5)Çäåñü M � ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ ëåâîé ÷àñòèñèñòåìû óðàâíåíèé:M = W11 �W12(iIn) �W21 (iIIn ) �W22! ,

K =  K1K2! � âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíå-íèé, X = BnCn! � èñêîìûé âåêòîð.Ìàòðèöû W11,W22 ñîñòîÿò èç ñëåäóþùèõ ýëå-ìåíòîâ:Wmn11 = rIZ0 'Im(r)'In(r)r dr, Wmn22 = rIIZ0 'IIm(r)'IIn (r)r dr,n = 1, 2, . . . ,N , m= 1, 2, . . . ,N1;W12,W21 â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ñîäåðæàò èíòåãðàëûËîììåëÿ: Wmn21 = rIIZ0 'IIm(r)'In(r)r dr,n = 1, 2, . . . ,N , m= 1, 2, . . . ,N1,ïðè÷åì Wmn12 =Wnm21 .Âåêòîðû K1 è K2 çàâèñÿò îò ìàòðèö êîý��èöèåí-òîâ ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé, è èõ ýëåìåíòûâûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:Km1 = NXn=1(�Wmn11 �Ann) + NXn=1Wmn12 �Dnn ,Km2 = NXn=1Wmn21 � (iIn)Ann + NXn=1Wmn22 � (iIIn ) �Dnn .Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé (5) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî. Ïî àíàëîãèèñ [9�11℄ ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííîå ïðèáëè-æåííîå ðåøåíèå ïðè N ! 1 ñõîäèòñÿ â ñðåäíåìê òî÷íîìó ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.3. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ñ÷åòàÁûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à äè�ðàêöèè ýëåêòðî-ìàãíèòíîé âîëíû H01 íà ñêà÷êîîáðàçíîì ñóæåíèèïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êðóãëîãî âîëíîâîäà (ðèñ. 1).Íà îñíîâå ïðèâåäåííîãî âûøå àëãîðèòìà áûëà ñî-ñòàâëåíà êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ðåøåíèÿ ïîñòàâ-ëåííîé çàäà÷è. Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ äè�ðàêöè-îííûõ õàðàêòåðèñòèê è ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè,èçâåñòíûìè â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå. Áûëè ðàññìîòðå-íû çàäà÷è ¾ïîëíîãî îòðàæåíèÿ¿ è ¾ïîëíîãî ïðîõîæ-äåíèÿ¿. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó-÷åííûìè ìåòîäîì êðàåâûõ èñòî÷íèêîâ [6℄ (ðèñ. 2).Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïðè çíà÷åíèè �/rII � 1.3âîëíà H01 öåëèêîì òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ñîáñòâåí-íûå âîëíû êðóãëîãî âîëíîâîäà ðàäèóñà rII = 2rI/3,à ïðè çíà÷åíèè, áîëüøåì �/rII � 1.6, âîëíîâåäóùàÿñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ çàïåðòîé. �åçóëüòà-òû, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ïðîåêöèîííîãî ñøèâàíèÿ(êðèâàÿ 1), ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìèìåòîäà êðàåâûõ èñòî÷íèêîâ (êðèâàÿ 2).6 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 4
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�èñ. 2. Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ H01 âîëíû, íàáå-ãàþùåé íà ñòûê äâóõ êðóãëûõ âîëíîâîäîâ ñ ðàç-ëè÷íûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåìÇàêëþ÷åíèåÌåòîä ïðîåêöèîííîãî ñøèâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïî-ñòðîèòü ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýëåêòðî-äèíàìèêè âîëíîâîäíî-ðåçîíàíñíûõ ñèñòåì, îáëà-äàþùèå âûñîêîé ý��åêòèâíîñòüþ è äàþùèå âîç-ìîæíîñòü ïîëó÷èòü áîëüøîé îáúåì èí�îðìàöèèñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ.�àññìîòðåííûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, îñíî-âàííûé íà ýòîì ìåòîäå, óíèâåðñàëeí è äàåò âîç-ìîæíîñòü ðåøèòü öåëûé êëàññ çàäà÷: äè�ðàêöèÿíåñèììåòðè÷íûõ âîëí íà ñêà÷êå ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-íèÿ êðóãëîãî âîëíîâîäà, äè�ðàêöèÿ íà áåñêîíå÷íîòîíêèõ äèà�ðàãìàõ, ñóæàþùèõñÿ è ðàñøèðÿþùèõñÿ
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