
6 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 5ÓÄÊ 621.373:530.12 �ÀÇÂÈÒÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÑÏÈÍÎÂÛÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂÄËß ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈß Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉÝËÅÊÒ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂÀÊÓÓÌÀÏ.À. Âøèâöåâà, À.À.Çóáðèëî, È.Â.Êðèâ÷åíêîâ, Â.À.Ñîêîëîâ(êà�åäðà êâàíòîâîé òåîðèè è �èçèêè âûñîêèõ ýíåðãèé)�àçðàáîòàí ìåòîä ñïèíîâûõ êîý��èöèåíòîâ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé íåëè-íåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêè âàêóóìà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷åíî ðåøåíèåíåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîñòìàêñâåëëîâñêîé ýëåêòðîäèíàìèêèâàêóóìà, îïèñûâàþùåå ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ.Â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé �èçèêå áîëüøóþðîëü èãðàþò ðàçëè÷íûå òåîðåòèêî-ïîëåâûå ìîäåëè,èñïîëüçóþùèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òàêèåóðàâíåíèÿ, íàïðèìåð, ñîñòàâëÿþò îñíîâó îáùåé òåî-ðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ), íåëèíåéíîé ýëåêòðîäè-íàìèêè âàêóóìà [1℄ è òåîðèè êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé.Ñ îáùåòåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêàÿ òåíäåíöèÿâïîëíå ïîíÿòíà: ïðèðîäà, êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòà-òû ýêñïåðèìåíòîâ [2℄, íåëèíåéíà, è äëÿ àäåêâàòíîãîîïèñàíèÿ ïðîèñõîäÿùèõ â íåé ïðîöåññîâ íåîáõîäè-ìî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.Êàê èçâåñòíî, ðàçëè÷íûå ìîäåëè íåëèíåéíîéýëåêòðîäèíàìèêè âàêóóìà äîñòàòî÷íî äîëãîå âðå-ìÿ ðàññìàòðèâàëèñü êàê àáñòðàêòíàÿ òåîðåòè÷åñêàÿâîçìîæíîñòü. Îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ èõ ñòà-òóñ ñóùåñòâåííî èçìåíèëñÿ, òàê êàê ïðîâåäåííûåýêñïåðèìåíòû ïî âçàèìîäåéñòâèþ ëàçåðíûõ �îòîíîâñ ãàììà-êâàíòàìè ñî âñåé î÷åâèäíîñòüþ ïîêàçàëè,÷òî ýëåêòðîäèíàìèêà â âàêóóìå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåé-íîé òåîðèåé. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíîé èçâàæíåéøèõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé íåëè-íåéíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè âàêóóìà è íàèõ îñíîâå ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïðîâåðêåïðåäñêàçàíèé ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé è âûáîð ñðåäè íèõíàèáîëåå àäåêâàòíîé ïðèðîäå.Îäíàêî èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ òåîðåòèêî-ïîëåâûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ñåðüåçíîé ìàòåìàòè÷å-ñêîé ïðîáëåìîé èç-çà îòñóòñòâèÿ îáùèõ ìåòîäîâ èí-òåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé. Ïîýòîìó äëÿ ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé �è-çèêè áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ðàçðàáîòêà ÷àñòíûõìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé, ïðèìåíè-ìûõ òîëüêî ê êîíêðåòíûì ðàçäåëàì [3℄ òåîðåòè÷å-ñêîé �èçèêè. Â ÷àñòíîñòè, â ÎÒÎ áûë ðàçðàáîòàíìåòîä Íüþìåíà�Ïåíðîóçà, íà îñíîâå êîòîðîãî ïî-ëó÷åíà áîëüøàÿ ÷àñòü èìåþùèõñÿ òî÷íûõ ðåøåíèéóðàâíåíèé Ýéíøòåéíà.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîçíèêëà îñòðàÿ íåîáõîäè-ìîñòü ðàçðàáîòàòü àíàëîãè÷íûé ìåòîä èíòåãðèðî-

âàíèÿ óðàâíåíèé è â íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêåâàêóóìà. �åøåíèþ ýòîé çàäà÷è è ïîñâÿùåíà íàñòî-ÿùàÿ ðàáîòà.�àññìîòðèì ëàãðàíæèàí íåëèíåéíîé ýëåêòðîäè-íàìèêè âàêóóìà [4�5℄L= p�g16� L(J2, J4)� p�g
 Aiji, (1)ãäå L(J2, J4) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ îò äâóõ èíâàðèàí-òîâ J2 = FikFki è J4 = FikFknFnmFmi òåíçîðà ýëåêòðî-ìàãíèòíîãî ïîëÿ Fik, çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ìîäåëèíåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ji � ÷åòûðåõâåêòîðòîêà, g � îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gik.Â ÷àñòíîñòè, â íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå Áîð-íà�Èí�åëüäà �óíêöèÿ L èìååò âèä [6℄L= 4a2 (1�r1� a22 J2� a44 J4 + a48 J22) ,â òî âðåìÿ êàê â ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîñòìàêñâåë-ëîâñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå âàêóóìà [7�8℄L= p�g32� n2J2 + � h(�1 � 2�2)J22 + 4�2J4i+O(�2J32 )o�� 1
 jnAn, (2)ãäå � = 1/B2q , à �1, �2, �3, �4 � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðûòåîðèè.Îáùåêîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðîìàã-íèòíîãî ïîëÿ, ïîëó÷àåìûå èç ëàãðàíæèàíà (1), èìå-þò âèä ri � �L�J2Fki + 2 �L�J4Fki(3)�=�4�
 jk, (3)ãäå ri � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî êîîðäèíà-òå xi â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçî-ðîì gik, Fki(3) = FknFnmFmi � òðåòüÿ ñòåïåíü òåíçîðàýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.Êðîìå ýòèõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòüè ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèérkFnm +rnFmk +rmFkn = 0. (4)



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 5 7Ââåäåì ÷åòûðå ñïåöèàëüíûõ áàçèñíûõ èçîòðîïíûõâåêòîðà lk, nk, mk è m�k. Âåêòîðû lk, nk áóäåì ñ÷è-òàòü äåéñòâèòåëüíûìè, à mk è m�k � êîìïëåêñíî ñî-ïðÿæåííûìè. Èõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ çàäàäèìâ âèäå lklk = nknk =mkmk = nkmk = lkmk = 0,lknk =�m�kmk = 1. (5)Èñïîëüçóÿ ýòè âåêòîðû, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïñåâ-äîðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è àíòèñèììåò-ðè÷íûé òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâèìñëåäóþùèì îáðàçîì:gik = link + lkni �mim�k �mkm�i , (6)Fik = (link� lkni)f1+(limk�milk)f2+(lim�k�m�i lk)f �2 ++(nimk�mink)f3+(nim�k�m�i nk)f �3 +i(mim�k�m�imk)f4,ãäå ñêàëÿðíûå êîý��èöèåíòû f1 è f4 � äåéñòâè-òåëüíûå, à f2 è f3 � êîìïëåêñíûå.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ D = liri, Æ = miri,� = niri è Æ� = m�iri äëÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèç-âîäíûõ â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïîíàïðàâëåíèÿì áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ñ ïîìîùüþ ýòèõïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïîëó÷èòü äâåíàäöàòü êîìïëåêñ-íûõ êîý��èöèåíòîâ �, �, 
, ", �, �, �, �, �, �,�, �, íàçûâàåìûõ ñïèíîâûìè êîý��èöèåíòàìè:�= 12[niÆ�li �m�iÆ�mi℄, �=miDli, � =�m�iDni,� = 12[niÆli �m�iÆmi℄, �=miÆ�li, � =�m�iÆ�ni,
 = 12[ni�li �m�i�mi℄, �=miÆli, � =�m�iÆni,"= 12[niDli �m�iDmi℄, � =mi�li, � =�m�i�ni.Èçîòðîïíûå âåêòîðû lk, nk, mk, m�k , ñêàëÿðíûå êî-ý��èöèåíòû f1, f2, f3, f4 è äâåíàäöàòü ñïèíîâûõ êî-ý��èöèåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñîâìåñòíûì ðåøåíèåìñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà è óðàâíåíèé íåëè-íåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêè (3) è (4).Òàê êàê âåêòîðû lk, nk, mk, m�k îáðàçóþòáàçèñ, òî ëþáîé òåíçîð ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïîýòîìó áàçèñó. Ïîýòîìó è êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûåáàçèñíûõ âåêòîðîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäårilk = li[(
+ 
�)lk � ��mk � �m�k℄ ++ ni[("+ "�)lk � ��mk ��m�k℄ ++mi[�(�� + �)lk + ��mk + �m�k℄ ++m�i [�(�+��)lk + ��mk + �m�k℄,rink = li[�(
+ 
�)nk + �mk + ��m�k℄ ++ ni[�("+ "�)nk + �mk + ��m�k℄ ++mi[(�� +�)nk � �mk � ��m�k℄ ++m�i [(�+��)nk � �mk � ��m�k℄,rimk = li[��lk � �nk + (
� 
�)mk℄ +

+ ni[��lk � �nk + ("� "�)mk℄ ++mi[���lk + �nk � (�� ��)mk℄ ++m�i [���lk + �nk + (�� � �)mk℄,rim�k = li[�lk� ��nk + (
� � 
)m�k℄ ++ ni[�lk ���nk + ("� � ")m�k℄ ++mi[��lk + ��nk + (�� ��)m�k℄ ++m�i [��lk + ��nk � (�� � �)m�k℄.Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (6) â óðàâíåíèå (4). Ó÷è-òûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (5) è óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå óðàâ-íåíèå íà âåêòîðû èçîòðîïíîé òåòðàäû, íàéäåì ëè-íåéíî íåçàâèñèìûå óðàâíåíèÿÆ�f �2 � Æf2 + i�f4 � (2�� �)f2 + (2�� � ��)f �2 ++ �f �3 � ��f3 + (�� � �)f1 + i(�� + �)f4 = 0,Æ�f �3 � Æf3 + iDf4 � (2�� �)f �3 + (2�� � ��)f3 �� ��f �2 + �f2 + (�� ��)f1 � i(�+ ��)f4 = 0,Æ�f1 ��f3 +Df2 + (2"� �)f2 + (2
� � ��)f3 �� �f �3 + (�� ��)f1 � ��f �2 � i(�+ ��)f4 = 0. (7)Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî èç óðàâíåíèÿ (3) ïîëó÷èìÆ��Y2f �3 + 2Y4f �3 �f 21 + if1f4 + f2f �3 + 3f �2 f3 � f 24 �	++ Æ�Y2f3 + 2Y4f3�f 21 � if1f4 + f �2 f3 +3f2f �3 � f 24 �	��D�Y2f1+2Y4�f 31 + i(f2f �3�f �2 f3)f4 + 2(f2f �3+f �2 f3)f1�	��Y2�i(�� ��)f4 � �f �3 � ��f3 � (�+ ��)f1�� �f2 ���f �2 + 2��f3 + 2�f �3 	�� 2Y4�i���f1f3 � �f1f �3 � �f1f2 + ��f1f �2 + 2�f1f �3�� 2��f1f3 + �f2f �3 � ��f �2 f3 + 3�f �2 f3 � 3��f2f �3�� (�� ��)f 24 �f4 + f 21 �2�f �3 + 2��f3 � ��f3 � �f �3�� (�+ ��)f1 � �f2 � ��f �2 �+ f 24 ��f �3 + ��f3�� 2��f3 � 2�f �3 + ��f �2 + �f2�+ (2�� �)f2f �23 ++ (2�� � ��)f 23 f �2 ��f 22 f �3 � ��f �22 f3 � 3�f �2 f3f �3�� 3��f2f3f �3 � 3�f2f �2 f3 � 3��f2f �2 f �3 � (�+ 3��)f1f2f �3�� (�� +3�)f1f �2 f3 +6�f �2 f3f �3 + 6��f2f3f �3 	=�4�
 jL,Æ��Y2f �2 +2Y4f �2 �f 21 � if1f4 + f �2 f3 + 3f2f �3 � f 24 �	++ Æ�Y2f2 + 2Y4f2�f 21 + if1f4 + f2f �3 +3f �2 f3 � f 24 �	++��Y2f1+2Y4�f 31 + i(f2f �3�f �2 f3)f4 +2(f2f �3+f �2 f3)f1�	��Y2�i(�� ��)f4 � (�+ ��)f1 � (2�� �)f2++ �f �3 + ��f3 � (2�� � ��)f �2 	�� 2Y4�i�(� � 2�)f1f2 � (�� � 2��)f1f �2 + �f1f �3�� ��f1f3 + (�� 3��)f2f �3 � (�� � 3�)f �2 f3++ (�� � �)f 24 �f4 + f 21 ��f �3 + ��f3 + (� � 2�)f2++ (�� � 2��)f �2 � (�+ ��)f1�+ f 24 �(2�� � ��)f �2++ (2�� �)f2 � �f �3 � ��f3�+ (� � 2�)f �3 f 22+4 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



8 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 5+ (��� 2��)f3f �22 � (3�� + �)f1f2f �3 � (3�+ ��)f1f �2 f3++ 3��f2f3f �3 + 3�f �2 f3f �3 + 3(� � 2�)f2f �2 f3++ 3(��� 2��)f2f �2 f �3 + �f2f �23 + ��f �2 f 23 	=�4�
 jN ,D�Y2f �2 + 2Y4f �2 �f 21 + f �2 f3 � if1f4 +3f2f �3 � f 24 �	++��Y2f �3 +2Y4f �3 �f 21 + f2f �3 + if1f4 + 3f �2 f3 � f 24 �	++ iÆ�Y2f4+2Y4�i(f �2 f3�f2f �3 )f1 � f 34 + 2(f2f �3+f �2 f3)f4�	��Y2�i(� � ��)f4 � (� + ��)f1 + (2
� �)f �3 + ��f3�� �f2 � (2"� � ��)f �2 	�� 2Y4�i�(2"� � ��)f1f �2 + (2
� �)f1f �3 � �f1f2�� ��f1f3 + (� � 3��)f2f �3 + (3� � ��)f �2 f3�f4++ f 21 ���f3 + (2
� �)f �3 + (�� � 2"�)f �2 � (� + ��)f1�� �f2�+ f 24 �(�� 2
)f �3 + �f2 � ��f3 + (2"� � ��)f �2++ i(�� � �)f4�+ �3(�� � 2"�)f �2 f �3 + (2
� �)f �23 �� 3�f �2 f3 � �f2f �3 + 3��f3f �3 �f2 � �(� + 3��)f2f �3++ (3� + ��)f �2 f3�f1 + (�� � 2"�)f �22 f3 + ��f �2 f 23++ 3(2
� �)f �2 f3f �3 	=�4�
 jM, (8)ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ Y2 = �L/�J2, Y4 = �L/�J4.Ê óðàâíåíèÿì (7) è (8) íåîáõîäèìî äîáàâèòüóðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, çàïèñàííûå â òåðìèíàõ ñïè-íîâûõ êîý��èöèåíòîâ.Â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è âîçìîæíûòðè îñíîâíûõ ñïîñîáà ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäàäëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé íåëè-íåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêè âàêóóìà. Ïåðâûé èç íèõñîñòîèò â ðåøåíèè óðàâíåíèé (7) è (8) íà �îíå ïñåâ-äîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àåâ ãðàâèòàöèîííîé ÷àñòè óðàâíåíèé âñå íåçàâèñèìûåïðîåêöèè òåíçîðà Âåéëÿ è òåíçîðà ýíåðãèè�èì-ïóëüñà âåùåñòâà ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ.Â ñëó÷àå åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèé íåëèíåéíîéýëåêòðîäèíàìèêè âàêóóìà èùåòñÿ íà �îíå íåêîòî-ðîãî íåïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, òî íåîáõî-äèìî èñïîëüçîâàòü âòîðîé ñïîñîá. Â ýòîì ñëó÷àåñïèíîâûå êîý��èöèåíòû è êîìïîíåíòû èçîòðîïíîéòåòðàäû ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè �óíêöèÿìè è èõ ñëå-äóåò ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèÿ (7) è (8) íåëèíåéíîéýëåêòðîäèíàìèêè.È, íàêîíåö, òðåòèé ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ äàííîãîìåòîäà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé íåëèíåéíîéýëåêòðîäèíàìèêè âàêóóìà ïðåäïîëàãàåò ó÷åò âëè-ÿíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿTik = 14� �[Y2 + J2Y4℄F (2)ik � 14 hL� (2J4 � J22 )Y4i gik�íà ñîçäàâàåìîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Â ïîñëåäíåìñëó÷àå òåòðàäíûå ïðîåêöèè òåíçîðà �ik è � èìåþò

âèä �ik = 4�G
4 �Tik� 14gikT� , �= �G3
4T .Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ ìîäåëü íåëèíåéíîé ýëåê-òðîäèíàìèêè âàêóóìà è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿåå ëàãðàíæèàíà â ñîîòíîøåíèÿ (8), ïîëó÷àåì çà-ìêíóòóþ ñèñòåìó (7)�(8) äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðóþ ìîæíî èíòåãðèðî-âàòü ïðè íàëè÷èè îïðåäåëåííûõ ñèììåòðèé ó èñêî-ìîé ïîëåâîé êîí�èãóðàöèè.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîñòìàêñ-âåëëîâñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè âàêóóìà, îïèñûâàåìîéëàãðàíæèàíîì (2), ïðåíåáðåãàÿ ñîáñòâåííûì ãðàâè-òàöèîííûì ïîëåì, ìîæíî íàéòè àêñèàëüíî ñèììåò-ðè÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (7)�(8), ñîîòâåòñòâóþ-ùåå ïîëþ ìàãíèòíîãî äèïîëÿ:F (0)31 =�jmjr2 �1 + 3rg2r + 112�1�jmj233r6 � sin2 �++ 21�1�jmj311r8 sin4 �,F (0)32 = 2jmjr �1 + 3rg4r + 16�1�jmj233r6 � sin � 
os ��� 12�1�jmj311r7 sin3 � 
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