
Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 5 9ÓÄÊ 517.958; 621.372.8Ï�ÈÍÖÈÏ Ï�ÅÄÅËÜÍÎÉ ÀÌÏËÈÒÓÄÛ ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÄÀÀ.Í. Áîãîëþáîâ, Ì.Ä. Ìàëûõ, À.À. Ïàíèí(êà�åäðà ìàòåìàòèêè)E-mail: a-panin�yandex.ruÄëÿ òðåõìåðíîãî ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà îáîñíîâàí ïðèíöèï ïðåäåëüíîé àìïëèòó-äû ïðè ÷àñòîòàõ, íå ðàâíûõ ÷àñòîòå îòñå÷êè. Äëÿ òàêèõ ÷àñòîò è ïðè ñîâïàäåíèèñ ÷àñòîòîé îòñå÷êè (êîãäà åñòü ðåçîíàíñ) íàéäåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷èî âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé òîêîì f e�i!t ïðè áîëüøèõ t .1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì â ðåãóëÿðíîì âîëíîâîäå 
 = f(x, y) jx 2 R , y 2 Sg ïîñòîÿííîãî (îäíî- èëè äâóìåðíîãî,òîãäà y � (y(1), y(2))) ñå÷åíèÿ S íà÷àëüíî-êðàåâóþçàäà÷ó(utt ��u= f e�i!t, (x, y) 2
, t > 0;ujt=0 = utjt=0 = uj�
 = 0. (1)Ýòî ñêàëÿðíàÿ ìîäåëü çàäà÷è î âîçáóæäåíèè â âîë-íîâîäå 
 êîëåáàíèé òîêîì f e�i!t ÷àñòîòû ! > 0.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f � áåñêîíå÷íî ãëàäêaÿ �óíê-öèÿ, íîñèòåëü êîòîðîé supp f � êîìïàêò â 
 .Òîãäà äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k è L ñóùåñòâóåòC2kL � supx RS ���� �2�(y(1))2 + �2�(y(2))2� �kf�xk ���2 dy(1)dy(2) , ÷òîèñïîëüçîâàíî äàëåå. Íàçîâåì ïðèíöèïîì ïðåäåëü-íîé àìïëèòóäû (ÏÏÀ) óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òîðåøåíèå çàäà÷è (1) ïðåäñòàâèìî â âèäåu(x, y, t) = v(x, y)e�i!t + o(1) ïðè t!1 , (2)ãäå �óíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì�v+ !2v =�f , (x, y) 2
; vj�
 = 0, (3)à òàêæå, åñëè ! 6= �n íè äëÿ êàêîãî èç n , è ïàðöè-àëüíûì óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ (ñì., íàïð., [1, ñ. 188,�îðìóëû (2.2) è (2.3)℄).�åçîíàíñíûì ìíîæåñòâîì âîëíîâîäà íàçîâåììíîæåñòâî òåõ ÷àñòîò ! , äëÿ êîòîðûõ ñ�îðìóëèðî-âàííûé ïðèíöèï íå âûïîëíÿåòñÿ.Âîïðîñàìè óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìàâ âîëíîâîäå çàíèìàëñÿ �. Â. Õîõëîâ. Â åãî ðàáî-òå [2℄ äàíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (îòíîñèòåëüíîïîòåíöèàëîâ ñêîðîñòåé) î âîçáóæäåíèè àêóñòè÷å-ñêîãî âîëíîâîäà ïëàñòèíîé è íà îñíîâå ýòîãî ðåøå-íèÿ ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå �èçè÷åñêîéñòîðîíû ïðîöåññà, â ÷àñòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ïèêà,çàòåì âåñòíèêà è çàòåì óæå ñòàöèîíàðíîãî ñèãíàëà.ÏÏÀ áûë ââåäåí â ðàáîòå [3℄ êàê ñïî-ñîá âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ�v+k2v =�F(M) â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Çàòåìáûëà îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü âûáðàòü åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ÏÏÀ â çàäà÷àõ äè�ðàêöèèíà êîíå÷íîì òåëå [4�6℄. Â ðàáîòå [7℄ áûëî ïîêàçàíî,÷òî è äëÿ ñëîÿ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñ-êîñòÿìè ÏÏÀ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü åäèíñòâåííîåðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèýòîì äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòîò ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòüíè îäíîãî ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ÏÏÀ [8℄.Ýòè ÷àñòîòû (÷àñòîòû îòñå÷êè) ñóòü êâàäðàòíûåêîðíè èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �2n ñïåêòðàëüíîéçàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ñå÷åíèè S . Ïðè-ìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (1) äëÿ ñëîÿ â ðàáîòå [9℄ áûëîïîêàçàíî, ÷òî ÏÏÀ â ñìûñëå (2)�(3) âåðåí äëÿ âñåõ÷àñòîò, îòëè÷íûõ îò ÷àñòîò îòñå÷êè. Ïðåäìåò íà-ñòîÿùåé ðàáîòû � ïåðåíåñåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà íàâîëíîâîä â R3 (y � (y(1), y(2))). Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãîñå÷åíèÿ ýòî áûëî ñäåëàíî â [10℄. Òåïåðü æå ìûïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãðàíèöà �S çàäàåòñÿ â ëîêàëüíûõêîîðäèíàòàõ �óíêöèåé èç C(2,�) , � > 0, òîãäà äëÿñîáñòâåííûõ �óíêöèé çàäà÷è(� n(y) +�2n n(y) = 0, y 2 S, nj�S = 0, (4)íîðìèðîâàííûõ íà åäèíèöó ïî íîðìå L2(S), âåðíîíåðàâåíñòâî [11℄



 �m1+m2�(y(1))m1�(y(2))m2 n(y)



C(S) 6C(jmj)�1+jmjn , (5)jmj �m1 +m2 = 0, 1, 2,÷òî èñïîëüçóåòñÿ íèæå. (Âñþäó â �îðìóëàõ � ðàâ-íîìåðíûå íîðìû.) Òå æå îöåíêè (çíà÷èò, è ðåçóëüòàòíàñòîÿùåé ðàáîòû) ãîäÿòñÿ è äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà.Çäåñü è äàëåå �2n óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ðÿä Ôóðüå �óíê-öèè èç C(2)(S), ðàâíîé íóëþ íà ãðàíèöå S , ñõîäèòñÿê íåé â äàííûõ óñëîâèÿõ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî.2. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿÅñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, y, t) îãðàíè÷åííîéñòåïåíè ðîñòà çàäà÷è (1), òî åãî ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-5 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



10 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 5ïëàñà �u(x, y, p) = R10 u(x, y, t)e�pt dt óäîâëåòâîðÿåòçàäà÷åp2�u���u= fp+ i! , (x, y) 2
; �uj�
 = 0. (6)Âíå çàâèñèìîñòè îò ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (1)ðåøåíèå (6) ñ ïîìîùüþ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê�u = 1Xn=1 vn(x, p) n(y), (7)ãäå (ââåäåì îáîçíà÷åíèå fn(x)� RS f (x, y) n(y) dy)vn(x, p) = 1p+ i! aZ�a fn(x0)e�pp2+�2njx�x0j2pp2 +�2n dx0 (8)è ëèáî pp2 + �2n > 0, ëèáî Impp2 +�2n < 0 (ñ òåì÷òîáû â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷èòü ïðè ! 6= �n íèäëÿ êàêèõ n �óíêöèþ v , óäîâëåòâîðÿþùóþ ïàðöè-àëüíûì óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ, ò. å. ïðåäñòàâëÿþùóþñîáîé ñóììó êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä âîëí, óõîäÿ-ùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü, è íåðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿïîëÿ). Çäåñü [�a; a℄ � S � supp f (x, y). Î÷åâèäíî,vn àíàëèòè÷íà ïî p â Bn = fp j Re p > 0, p 6= �i!,p 6=�i�ng .Â ñèëó (4)  n = �� n�2n , ïîýòîìó, ïðèìå-íèâ L ðàç �îðìóëó �ðèíà äëÿ S , ïîëó÷àåì
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 � sups2[�a;a℄ ���dkfndxk ��� 6 CkL/�2Ln , îòêóäà, äè��åðåí-öèðóÿ k ðàç ïî ÷àñòÿì â (8), èìååì



 �k�xk vn(x, p)



6 a �CkL�2Ln jp+ i!j �pjp2 +�2nj . (9)Ñîãëàñíî [12, ñ. 205℄, �2n ðàñòóò êàê n , îòêóäàP1n=1 1�2+"n < 1 ïðè " > 0, òîãäà â ñèëó (9) è (5)ðÿä (7) äëÿ �u è ëþáîé ðÿä, ïîëó÷àåìûé èç íåãîïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïîðÿäêà íå áî-ëåå 2 ïî x, y , ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â 
�K , ãäå K �çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî B = 1Tn=1Bn = fp j Re p > 0,p 6= �i!, p 6= �i�n, n 2 Ng . Ïîýòîìó ðÿä (7) äàåò�óíêöèþ �u(x, y, p) 2C(2)(
) äëÿ ëþáîãî p 2 B , óäî-âëåòâîðÿþùóþ çàäà÷å (6).Òàê êàê jp2 + �2nj > 
jpj ïðè Rep > 
 , èç (5), (9)èìååì ( jmj 6 2)���� �k+m�xk�ym �u(x, y, p)���� 6 ap
 1Xn=1 C(jmj)�2Nn Ck,N+h jmj+22 ijp+ i!j � jpj1/2 ,(x, y) 2
, Rep> 
 > 0. (10)Çäåñü P1n=1 1�2Nn < 1 , à äè��åðåíöèðîâàíèå ïî yïðîâîäèòñÿ ïî ëþáîé åãî êîîðäèíàòå. Îòñþ-äà ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë Ìåëëèíà u(x, y, t) =

= R
+i1
�i1 �u(x, y, p)ept dp (
 > 0 � ëþáîå, ïðåäåëû
� i1 äàëåå îïóñêàåì) è âñå èíòåãðàëû, ïîëó÷åí-íûå èç íåãî äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî x, y îäèí èëèäâà ðàçà, ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî, ïîýòîìó u 2 C(2)(
)ïðè t > 0. Ïî ïîñòðîåíèþ ðÿäà (7) âåðíî uj�
 = 0.Â ñèëó îöåíêè (10) �u(x, y, p) = O(jpj�3/2) ïðèjpj ! 1 (Re p> 
), îòêóäà, ìåíÿÿ êîíòóð èíòå-ãðèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êîøè îá îáðà-ùåíèè â íóëü èíòåãðàëà îò àíàëèòè÷åñêîé �óíê-öèè, èìååì u(x, y, 0) = 0. Èç (6) è (10) ñëåäóåò�u = O � 1jpj2+3/2� + O � 1jpj3� = O � 1jpj3� ïðè jpj !1ðàâíîìåðíî äëÿ (x, y) 2 
 è Re p> 
 . Òîãäàu(x, y, t) 2 C1[0;+1) ïî t , è ut ìîæíî âû÷èñ-ëÿòü äè��åðåíöèðîâàíèåì ïîä èíòåãðàëîì, ïðè-÷åì ut(x, y, 0) = 0. Çàìåòèì, èíòåãðèðóÿ ïî ÷à-ñòÿì, ÷òî èíòåãðàë R eptp+i! dp = 2�ie�i!t ñõîäèòñÿðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå [t1; t2℄,t1 > 0. Îòñþäà è èç ïîñëåäíåé îöåíêè ñëåäó-åò: èíòåãðàë R p2�u(x, y, p)ept dp ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-íî â 
 � [t1, t2℄. Ïîýòîìó u(x, y, t) 2 C(2)(0;+1)ïî t è äëÿ ëþáûõ (x, y) 2 
 è t > 0 âåð-íî �2�t2u(x, y, t) = 12�i R p2�uept dp = 12�i R��uept dp ++ f e�i!t = �u(x, y, t) + f e�i!t (èñïîëüçîâàíû (6)è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòå-ãðàëîâ). Èòàê, u � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå (1).3. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå,íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àéÊàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå [9℄, ïîñòðîåíèå àñèìï-òîòèêè �óíêöèèu(x, y, t) = 12�i Z 1p+ i!g(x, y, p)ept dp, (11)ãäåg(x, y, p) = 1Xn=1  n(y) aZ�a fn(x0)e�pp2+�2njx�x0j2pp2 +�2n dx0,(12)ïðè ! 6= �n íè äëÿ îäíîãî èç n îïèðàåòñÿ íàñëåäóþùóþ ëåììó.Ë å ìì à (A.G. Ramm, P. Werner [9℄). Ïóñòü! � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, h � �óíêöèÿp 2 C è âåðíî: 1) h ãîëîìîð�íà ïðè Re p > 0è íåïðåðûâíà â fp j Re p > 0gnD, D � äèñ-êðåòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíèìîé îñè è �i! /2 D;2) jh(p)�h(�i!)j=O(jp+i!j�), � > 0, ïðè p!�i!;3) jh(p)j = O(jp � qj�1+�), � > 0, ïðè p ! q 2 D(Re p> 0); 4) ñóùåñòâóþò òàêèå 
 > 0 è ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü fdkg (dk > 0, dk !1, �idk /2 D),÷òî R
�idk�idk jh(p)jjpj dp! 0, k!1; 5) íåñîáñòâåííûéèíòåãðàë R h(p)p+i!ept dp ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî t > 0 ;6) íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû R�i!�iÆ�i1 h(p)p+i!ept dpè Ri1�i!+iÆ h(p)p+i!ept dp ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî â [t0;1)



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 5 11äëÿ ëþáîãî t0 > 0 è äëÿ ëþáîãî Æ > 0 . Òîãäàv(t) := 12�i R 1p+i!h(p)eptdp = e�i!th(�i!) + o(1) ïðèt!1 .Ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû êàê�óíêöèÿ p , ïðè÷åì óñëîâèÿ 1�3 è 5 ëåãêî âûâå-ñòè èç ïðåäûäóùåãî àíàëîãè÷íî ñäåëàííîìó â [9℄,à 4 è 6 áóäóò äîêàçàíû çäåñü äàëåå, ïîñêîëüêó äî-êàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿîò ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî â [9℄. Òîãäà ìîæíî áóäåòóòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ u ïðè ! 6= �n âåðíî (2), ãäåv = gjp=�i! óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3), ò. å. âû-ïîëíåí ÏÏÀ ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ. Òàêæå ëåãêîóáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó óñòàíîâëåííîãîíàìè ïðàâèëà âûáîðà âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ �óíê-öèé äëÿ v = gjp=�i! áóäóò âûïîëíåíû ïàðöèàëüíûåóñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ. Âñå îöåíêè áûëè çàâåäîìî ðàâ-íîìåðíû ïî (x, y) â ëþáîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíî-æåñòâå 
 , ïîýòîìó â ëþáîì òàêîì ïîäìíîæåñòâå(2) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî.Óñëîâèÿ 4 è 6Èç (12), îöåíêè 
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 6 CkL/�2Ln è ïðàâèëàâûáîðà âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèé ñëåäóåò ðàâ-íîìåðíàÿ ïî (x, y) îöåíêàjg(x, y, p)j 6C0,NC(0) � 2a 1Xn=1 1�2N�1n 12pjp2 +�2nj .(13)Ïîñêîëüêó �n ðàñòåò êàê n , äëÿ íåêîòî-ðîé êîíñòàíòû C > 0 ïðè êàæäîì n0 íàé-äåòñÿ n > n0 , äëÿ êîòîðîãî �n+1 � �n > C�2+"n ," > 0, ïîýòîìó ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü f�nkg , äëÿ êîòîðîé �nk+1 � �nk > C�2+"nk . Ïóñòüdk = �nk+1+�nk2 . C ó÷åòîì òîãî ÷òî minn jdk � �nj == jdk � �nk j = j�nk+1 � �nk j/2, ïðè � 2 [0; 1℄ èìååìpj(�
� idk)2 +�2nj >qC�nk/(2�2+"nk ) = C0q�1+"nk . Òîãäàèç (13) ïîëó÷èì jg(x, y, p)j 6 C00� 1+"2nk , îòêóäà î÷å-âèäåí òðåáóåìûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä (C0,C00 �êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò k,nk,n).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèÿ 6 ñëåäóåò çàìåòèòü,÷òîjg(x, y, p)jjp+ i!j 6 1Xn=1C(0)���n � 2a � 1 � kfnkC 12jpp2 + �2nj 1jp+ i!j , (14)ãäå C(0) îïðåäåëÿåòñÿ èç (5). Ïîýòîìó ñõîäè-ìîñòü èíòåãðàëîâ èç óñëîâèÿ 6 ìîæíî äîêà-çàòü, åñëè ñíà÷àëà ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëû Inîò �óíêöèè bn(p) := kfnk���pp2+�2n��� 1jp+i!j ïî îòðåçêóìíèìîé îñè iRn(�i! � iÆ;�i! + iÆ) óäîâëåòâîðÿ-þò íåðàâåíñòâó In < 
(N)�2N äëÿ ëþáîãî N è, çíà-

÷èò, P1n=1 In < 1 , à çàòåì îòñþäà âûâåñòè, ÷òîRiRn(�i!�iÆ;�i!+iÆ)P1n=1 bn djpj <1 .Îáðàòèìñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà R �bn djpj �� R bnkfnkC djpj . Â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà

dkfn/dxk

 6 CkL/�2Ln äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îíðàñòåò íå áûñòðåå íåêîòîðîé ñòåïåíè �n . ÈìååìZiRn(�i!�iÆ;�i!+iÆ) 1���pp2 +�2n��� 1jp+ i!j djpj== Z(�1;�!�Æ)[(�!+Æ;+1) 1jq+ !j 1���pq2 ��2n��� dq == ft = q+!, q = t�!g == ZRn(�Æ;Æ) 1pjt2 � 2t!+!2 ��2nj � 1jtj dt.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà íàäî âîñïîëüçîâàòü-ñÿ òàáëè÷íîé �îðìóëîé äëÿ R dxxX1/2 , ãäå X == ax2 + bx+ 
 . Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ÷åòûðåîòðåçêà (Æ;�n + !), (��n + !;�Æ), (�n + !; +1)è (�1;��n + !) è ó÷åñòü íà êàæäîì çíàêè tè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ. (Ñðàçó îòáðîñèëè êî-íå÷íîå ÷èñëî �n , ìåíüøèõ ! .) Åñëè ïðîâåñòèèíòåãðèðîâàíèå, ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî âñå ÷åòûðåñëàãàåìûõ óáûâàþò ñ ðîñòîì �n . Èñïîëüçóÿ òåïåðüíåðàâåíñòâà In < 
(N)�2Nn è P1n=1 In <1 , ïîêàæåì, ÷òîRi1�i1P1n=1 bn(p) djpj < 1 . (Çäåñü è âåçäå â ýòîìïóíêòå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ, êàê è ïðåæäå, âíåãëàâíîé îñîáåííîñòè, ñâÿçàííîé ñ ! ; ïîçâîëèìñåáå íå óêàçûâàòü ýòî â ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâà-íèÿ.) Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì êîíå÷-íîì ïðîìåæóòêå p 2 [�iA; iB℄n(�i!� iÆ;�i!+ iÆ)ðÿä P1n=1 bn(p) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Òîãäà ñ ó÷å-òîì ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñóììû ïåð-âûõ n1 � 1 ÷ëåíîâ RiB�iAP1n=1 kfnk���pp2+�2n��� 1jp+i!j djpj ==P1n=1 RiB�iA kfnk���pp2+�2n��� 1jp+i!j djpj6P1n=1 In � I .Ýòî îçíà÷àåò íå ÷òî èíîå, êàê ðàâíîìåðíóþîãðàíè÷åííîñòü RiB�iAP1n=1 kfnk���pp2+�2n��� 1jp+i!j djpj ïðèA,B!1 , ò. å. (â ñèëó ìîíîòîííîñòè, âåäü ïîäûíòå-ãðàëüíûå �óíêöèè ïîëîæèòåëüíû) ñõîäèìîñòü òðå-áóåìîãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà.Ïîñêîëüêó jept j = 1 íà ìíèìîé îñè è âñå ýêñïî-íåíòû â g òîæå ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿò åäèíèöû,ïîëó÷àåì ñîãëàñíî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà òðåáóå-ìóþ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü.4. Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè â ñëó÷àåðåçîíàíñàÏóñòü != �n0 = . . . = �nl , ò. å. ! ñîâïàäàåò ñ êîð-íåì èç ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, êðàòíîñòü êîòîðîãî6 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



12 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 5â îáùåì ñëó÷àå ëþáàÿ (íî â ñèëó îáùèõ ñâîéñòâ çà-äà÷è (4) êîíå÷íàÿ). Íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà-÷åíèÿ çàíóìåðîâàíû ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Çàìåòèì,÷òî pp2 + !2 =pp+ i!pp� i! (Re p > 0) è ÷òî èç�îðìóëû Ìàêëîðåíà ex = 1 + x + O(x2) ñëåäóåò,÷òî e�pp2+!2 zpp�i! = e�pp�i!pp+i! zpp�i! = 1p�2i! � pp+ i!z ++ O(jp + i!j) ïðè p ! �i! ðàâíîìåðíî â ëþáîìîãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå òî÷åê z , ïîýòîìó äëÿâñåõ j = 0, . . . , lvnj(x, p) = 1(p+ i!)3/2 aZ�a fnj (x0)e�pp2+!2jx�x0j2pp� i! dx0 == 12p�2i! aZ�a fnj (x0)dx0 1(p+ i!)3/2 + (15)+ 1p+ i! 12 aZ�a ��fnj(x0)jx� x0j+O �pjp+ i!j�� dx0ðàâíîìåðíî äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæå-ñòâà îñè x .Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ïåðâîãî ñëàãàåìîãîìîæíî íàéòè ÿâíî, ïîñêîëüêó 12�i R ept(p+i!)3/2 dp == 2p� t1/2e�i!t . Äàëåå, Ra�a fnj(x0)dx0 = R
 f (x0, y0) �� nj(y0)dx0 dy0 è 1p�2i! = 1p!(1�i) = 1+i2p! â ñèëó ñî-ãëàøåíèÿ î âûáîðå âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèé.Îáîçíà÷èì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (15), âçÿòîåáåç ìíîæèòåëÿ 1p+i! , êàê hj(x, p). Ýòè �óíêöèèóäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû, ÷òî ëåãêî ïîëó÷èòüèç èõ âèäàhj(x, p) = (p+ i!) vnj(x, p)�� 12p�2i! 24 aZ�a fnj (x0)dx035 1(p+ i!)3/2!,j = 0, . . . , l, (16)è îöåíêè jhj(x, p) � hj(x,�i!)j = O(jp + i!j1/2)(ñì. (15)). Ïðè ýòîì âñå îöåíêè ðàâíîìåðíû ïî xâ ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå íà îñè. Òî-ãäà, ñòðîÿ ïî ëåììå àñèìïòîòèêó äëÿ ýòîé ÷àñòèvnj(x, p), èìååì ïðè t!1 äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿÌåëëèíà ñ 
 > 012�i Z vnjeptdp= 1+ i4p! Z
 f nj dx0 dy0 2t1/2e�i!tp� �� e�i!t2 aZ�a fnj (x0)jx� x0jdx0 + o(1), (17)ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòü ÿâíî ïîëó÷åíûé âûøå ðå-çîíàíñ ñ íóæíûì êîý��èöèåíòîì (ñì. �îðìóëó (15)è �îðìóëó â òåêñòå ïîñëå íåå).

Çàïèñàâ �óíêöèþ u êàê u(x, y, t) == 12�i R hPlj=0 vnj(x, p) nj(y) + 1p+i!g0(x, y, p)i ept dp ,âèäèì, ÷òî �óíêöèÿ g0 , îòëè÷àþùàÿñÿ îò (12)îòñóòñòâèåì ñëàãàåìûõ, ãäå �n = ! , óäîâëåòâîðÿåòëåììå â ñèëó òåõ æå ïðè÷èí, ÷òî è g(x, y, p)â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå (ï. 3). Òîãäà â ñèëó ëåììûè ñîîòíîøåíèé (17) ïîñëå ñëîæåíèÿ èìååì ïðèt!1u(x, y, t) = 1 + i2p�p! t1/2e�i!t lXj=0  nj(y)�� Z
 f (x0, y0) nj(y0) dx0 dy0 +we�i!t + o(1), (18)ãäåw(x, y) ==�12 lXj=0  nj(y) aZ�a fnj(x0)jx� x0jdx0 + g0(x, y,�i!).Ëåãêî âèäåòü, ÷òî��+ !2� ��12 nj(y) Za�a fnj (x0)jx� x0jdx0�==� nj(y)fnj (x),îòêóäà (� + !2)w = �P1n=1 fn(x) n(y) = �f , ò. å.w óäîâëåòâîðÿåò (3) (�v + !2v = �f ). �ðàíè÷íûåóñëîâèÿ òîæå âûïîëíåíû � ýòî î÷åâèäíî èç ñïîñîáàïîñòðîåíèÿ w .Çàêëþ÷åíèåÂ èòîãå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Ò å î ð å ì à. Ïóñòü �óíêöèÿ f â çàäà÷å (1)áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìà è èìååò êîìïàêò-íûé íîñèòåëü â 
 . Òîãäà ïðè ëþáîé ÷àñòî-òå ! > 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u ýòîé çà-äà÷è, èìåþùåå îãðàíè÷åííóþ (äàæå íóëåâóþ)ñòåïåíü ðîñòà. Ïðè ýòîì ïðèíöèï ïðåäåëü-íîé àìïëèòóäû äëÿ u âåðåí â äâóõ ñëó÷àÿõ:1) ! 6= �n äëÿ ëþáîãî n; 2) != �n0 = . . . = �nl ,Plj=0  nj(y) R
 f (x0, y0) nj(y0) dx0 dy0 = 0 . Åñëè æåPlj=0  nj(y) R
 f (x0, y0) nj(y0) dx0 dy0 6= 0, òî âåð-íî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (18), ïðè÷åìw(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3), îäíàêî, àíà-ëîãè÷íî ïîêàçàííîìó â [9℄ äëÿ ïîëîñû, íå îáÿ-çàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò ïàðöèàëüíûì óñëîâèÿìèçëó÷åíèÿ.Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà ïðåäåëüíîé àìïëèòó-äû íå òðåáóåòñÿ ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõî-äà, íî ïîñêîëüêó âñå îöåíêè ðàâíîìåðíû ïî (x, y)â ëþáîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå 
 , ìîæíîóòâåðæäàòü, ÷òî òî æå âåðíî äëÿ (2) â ñëó÷àå, êîãäà
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