
Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 1 25ÓÄÊ 519.634 ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÂÎÇÌÎÆÍÎÌ ÎÁÎÁÙÅÍÈÈ ÏÎÍßÒÈßÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ ÑÎÁÎËÅÂÀÌ.Ä. Ìàëûõ(êà�åäðà ìàòåìàòèêè)E-mail: malykham�mtu-net.ruÂâåäåíî ïîíÿòèå êî-ïó÷êà ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå ïðîñòðàí-ñòâà Ñîáîëåâà, äîêàçàíî îáîáùåíèå òåîðåìû �åëëèõà�Ôðèäðèõñà, ïîä êîòîðîåïîäïàäàþò îïåðàòîðû êðàåâûõ çàäà÷ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ è, â ÷àñòíîñòè,âîëíîâîäàõ.�ÿä ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàññìîòðåíèèêðàåâûõ çàäà÷ àêóñòèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè, ìîæíîïðåäñòàâèòü â íîâîì ñâåòå, åñëè ñèñòåìàòè÷åñêèèçó÷èòü ïðîíèêíîâåíèå òîïîëîãèè îáëàñòè n-ìåð-íîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ðàññìàòðè-âàåòñÿ çàäà÷à, â òîïîëîãèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðî-ñòðàíñòâà Ñîáîëåâà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðîíèê-íîâåíèÿ îäíîé òîïîëîãèè â äðóãóþ ìîæíî óêàçàòüòåîðèþ óçëîâûõ ëèíèé Êóðàíòà [1℄, òåîðèþ ìíî-æåñòâ çàêðåïëåíèÿ, ðàçâèòóþ À.À. Ñàìàðñêèì [2℄,òåîðåìû î ñóùåñòâåííîì ñïåêòðå [3�6℄ èëè íàøèèññëåäîâàíèÿ î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîíÿòèÿ îáîáùåí-íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå íà ðåøåíèÿ, íå ïðè-íàäëåæàùèå L2 [7℄.1. Êî-ïó÷îê ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâÏðè ââåäåíèè ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ÆW 12(X) åãîýëåìåíòû ïåðåñòàþò áûòü �óíêöèåé íà X , èíûìèñëîâàìè, çàáûâàåòñÿ òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà X ,íî ïðè ýòîì ìåæäó îáúåêòàìè, èìåþùèìè ñìûñëâ òîïîëîãèè ÆW 12(X), è îáúåêòàìè, èìåþùèìè ñìûñëâ òîïîëîãèè Rn , ñóùåñòâóåò óñêîëüçàþùàÿ ïðèòàêîì ïîäõîäå ñâÿçü.Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîõðàíèòü òîïîëîãèþ X , ðàñ-ñìîòðèì ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîìó îòêðûòî-ìó ìíîæåñòâó U â X � Rn ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-ñòâèå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ÆW 12(U ), ïðè÷åì äëÿîïðåäåëåííîñòè ÆW 12(?) = 0. Ýòó êîíñòðóêöèþ áóäåìíàçûâàòü êî-ïó÷êîì ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ÆW12(X)íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X � Rn .Íà ÿçûêå òåîðèè êàòåãîðèè [8℄ ýòî ìîæíî âû-ðàçèòü òàê: ïóñòü TopX � êàòåãîðèÿ, îáúåêòà-ìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà â X ,à ñòðåëêàìè � âëîæåíèÿ, òîãäà ïðåäïó÷îê �êîíòðâàðèàíòíûé �óíêòîð èç TopX â êàòåãî-ðèþ Ab àáåëåâûõ ãðóïï. Â íàøåì ñëó÷àå ìîæíîñêàçàòü, ÷òî êî-ïó÷îê Ñîáîëåâà � ýòî êîâàðèàíò-íûé �óíêòîð èç TopX â êàòåãîðèþ Ab àáåëåâûõãðóïï, ÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ ïðèñòàâêà ¾êî¿. Ïðè ýòîì,

êîíå÷íî, ïîñëåäíþþ êàòåãîðèþ ìîæíî óìåíüøèòüäî êàòåãîðèè ïîäïðîñòðàíñòâ ÆW 12(X), â êîòîðîéñòðåëêàìè îïÿòü ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿ. Ýòà àíàëîãèÿïîçâîëèò äàëüøå èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå êîíñòðóê-öèè èç àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå êîððåêòíîîïðåäåëåíî äëÿ ëþáîé îáëàñòè U , äàæå ñ íåãëàäêîéãðàíèöåé. Â ñàìîì äåëå, ìíîæåñòâî C10 (U ) âëîæåíîâ C10 (Rn), ïîýòîìó íîðìà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåW 12 âïîëíå îïðåäåëåíû íà ýòîì ìíîæåñòâå êàêîáû÷íûå ðèìàíîâû èíòåãðàëû ïî îáëàñòè â Rn . Ñëå-äîâàòåëüíî, ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî C10 (U )ìîæíî çàìêíóòü ïî íîðìå è ïîëó÷èòü ÆW 12(U ). Òî÷íîòàê æå, êàê èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷èÄèðèõëå íà êîìïàêòå X îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ êîì-ïàêòíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ,èññëåäîâàíèå â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Xîïèðàåòñÿ íà òåîðèþ îïåðàòîðîâ â êî-ïó÷êàõ ãèëü-áåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîñëåäíèå ïîíèìàþòñÿ òàê.Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ñêàæåì, ÷òî íà òîïîëîãè-÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàí êî-ïó÷îê ãèëüáåðòî-âûõ ïðîñòðàíñòâ H(X), åñëè êàæäîìó îòêðûòîìóìíîæåñòâó U � X îòâå÷àåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-ñòâî H(U), ïðè÷åì1) âëîæåíèå U �U 0 âëå÷åò H(U )� H(U 0);2) H(?) = 0;3) êîíå÷íîìó ïåðåñå÷åíèþ îáëàñòåé Ui îòâå÷àåòH(\Ui) =\H(Ui);4) ïðîèçâîëüíîìó (áûòü ìîæåò, íåñ÷åòíîìó) îáú-åäèíåíèþ îáëàñòåé U� ñîîòâåòñòâóåò çàìûêàíèå ïîíîðìå H ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãîâñåâîçìîæíûìè êîíå÷íûìè ñóììàìè ýëåìåíòîâ èçïðîñòðàíñòâ H(U�), ò. å.H([U�) =XH(U�).Â êà÷åñòâå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, èíäóöèðî-âàííîãî íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Z , ïðèìåì îðòî-ãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê H(X �Z), ò. å.H(Z) := H(X �Z)T .13 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



26 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 12. Îïåðàòîðû, êîìïàêòíûå íà ìíîæåñòâå â XÒåïåðü ìîæíî ââåñòè íîâûé êëàññ îïåðàòîðîâ,çàíèìàþùèé ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó êîì-ïàêòíûìè è îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè â H(X).Îïåðàòîð A2 L(H(X)) íàçîâåì êîìïàêòíûì íà îò-êðûòîì èëè çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Y � X , åñëèýòîò îïåðàòîð ïåðåâîäèò ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüvn 2 H(Y ), îãðàíè÷åííóþ ïî íîðìå H , â êîìïàêò-íóþ, ò. å.vn 2 H(Y ), jjvnjj6C ) Avnk ñõîäèòñÿ ïî íîðìå H.(1)Àíàëîãè÷íî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà a(v) íàçûâàåòñÿêîìïàêòíîé íà Y , åñëè âåðíîvn 2 H(Y ), vn* v ) a(vn)! a(v). (2)Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Ò å î ð å ì à 1. Ñàìîñîïðÿæåííûé, îãðàíè÷åí-íûé, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé è âåùåñòâåí-íûé îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì íà Y , åñ-ëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (v,Av) êîìïàêòíà íà Y .Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ñïåêòðàëüíîåñåìåéñòâî ñàìîñîïðÿæåííîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðà-òîðà A êàê E(�) [9, 
. 341℄. Òîãäà ïðè ñäåëàííûõïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðàòîðpA= jjAjjZ0 p�dE(�)áóäåò ñàìîñîïðÿæåííûì. ÏîýòîìójjpAvjj2 = (v,Av),è êîìïàêòíîñòü êâàäðàòè÷íîé �îðìû (v,Av) íà Yâëå÷åò êîìïàêòíîñòü pA. Íî òîãäà è îïåðàòîðA=pApA êîìïàêòåí íà Y .Òåîðåìû (6) è (9) èç [10, 
. 35℄, âîñõîäÿùèåê Ýðëèíãó, ïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèéêðèòåðèé ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè êâàäðàòè÷íîé�îðìû.Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà a íà H êîìïàêòíà íà Y ,åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà � 2 (0, 1℄ ñóùåñòâóåò òàêàÿîêðåñòíîñòü Ux è êîìïàêòíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îð-ìà a� íà H(Y ), ÷òîja(v)j6 �jjvjj2 + ja�(v)j, v 2H(Y ). (3)Íàîáîðîò, åñëè a � êîìïàêòíàÿ íà Y êâàäðàòè÷íàÿ�îðìà, à b � êîìïàêòíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ, ñòðîãîïîëîæèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íà H(Y ), òîäëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà � > 0 íàéäåòñÿòàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî �(�), ÷òî ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâîja(v)j6 �jjvjj2 + �(�)b(v), v 2 H(Y ). (4)

3. Îáîáùåíèå òåîðåìû �åëëèõà�Ôðèäðèõñà�àññìîòðåíèå â ÆW 12(X) çàäà÷è Äèðèõëå îá îòûñ-êàíèè �óíêöèè v , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì(�v+ �qv = f â X,vj�X = 0, (5)ãäå q è f � äàííûå �óíêöèè, à � � äàííîå÷èñëî, â íåêîìïàêòíîé îáëàñòè X îñëîæíåíî òåì,÷òî áèëèíåéíàÿ �îðìàZX q(x) dx w�vïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé, íî íå êîìïàêòíûé îïå-ðàòîð. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå âûøå ïîíÿòèÿ, ìîæíîóòâåðæäàòü ñëåäóþùåå.Ò å î ð å ì à 2 (îáîáùåíèå òåîðåìû �åëëèõà�Ôðèäðèõñà). Îïåðàòîð A, ïîðîæäåííûé áèëèíåé-íîé �îðìîé(w,Av) ÆW 12(X) = ZX q(x) dx w�v,ãäå q(x) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ êîìïëåêñíîçíà÷-íàÿ �óíêöèÿ, àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êîòîðîé îãðà-íè÷åíî ñâåðõó, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì íà ëþáîìêîìïàêòíîì ìíîæåñòâå.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî êîìïëåêñíî-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ q ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäåñóììû q(x) = q1(x)� q2(x) + iq3(x)� iq4(x),ãäå qn(x) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå íåîòðèöàòåëüíûå�óíêöèè. Êàæäàÿ èç íèõ ïîðîæäàåò íåîòðèöàòåëü-íî îïðåäåëåííûå îïåðàòîðû An , ê êîòîðûì ìîæ-íî ïðèìåíèòü ïðåäûäóùèé êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè.Ïîñêîëüêó A = A1 � A2 + iA3 � iA4 , âñå ñâîäèòñÿê ñëó÷àþ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé q , ïîëîæè-òåëüíîé íà êîìïàêòå Y .Â ñèëó òåîðåìû �åëëèõà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà,ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðó A, êîìïàêòíà íà ëþáîììíîæåñòâå ÆW 12(U ), ãäå U � îòêðûòûé êîìïàêòâ X � Rn .Á�îëüøèå òðóäíîñòè äîñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäàðàññìàòðèâàåìûé êîìïàêò Y çàìêíóò. Ïóñòü fvng �ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíî-ãî ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà ÆW 12(Y ),à ñëåäîâàòåëüíî, è îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ýëåìåíòîâ ÆW 12(Y ):jjvnjjW 12 6C.Ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ êîìïàêòíàÿ îáëàñòü Uñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, ñîäåðæàùàÿ öåëèêîì Y , ïî-ýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçáèåíèåì åäèíèöû,à èìåííî âçÿòü äâå ãëàäêèå �óíêöèè '(x) è  (x)íà Rn , äëÿ êîòîðûõ (x) +'(x) = 1,  jY = 1, supp �U .



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 1 27Òîãäà vn =  vn +'vn,  vn 2 ÆW 12(U ),ïðè ýòîì jj vnjjW 12 6C0,ïîñêîëüêó  2 C10 (U ). �àç U � êîìïàêò, òî èçfA vng ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìóýëåìåíòó u ïî íîðìå W 12 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüA vnk ! u.Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû,(w,A v) = ZX q(x)dx w v= ( w,Av),è â ñèëó vn* 0 âåðíî(w,A vnk) = (A w, vnk)! 0.Ïîýòîìó (w,A vnk�u) ñòðåìèòñÿ ê �(w,u) è ê íó-ëþ îäíîâðåìåííî. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåí-íîñòè A A vnk ! 0â íîðìå ÆW 12(X).Ïîëîæèì òåïåðüwk := 'vnk , fk :=�wkè äîêàæåì, ÷òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åí-íû. Ïåðâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wk åñòü ðàçíîñòüîãðàíè÷åííûõ ïî íîðìå W 12 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåévnk è  vnk . Îòíîñèòåëüíî âòîðîé çàìåòèì, ÷òîvn 2 ÆW 12(Y ) âëå÷åò�vn = 0, x 2 X �Y ,ïîýòîìófk =�wk =�('vnk) = vnk�'+ (rvnk ,r')ïðè âñåõ x 2 X . Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ  2 C10 (U )è �óíêöèÿ ' ìåíÿåòñÿ ëèøü â íåêîòîðîé êîì-ïàêòíîé îáëàñòè U , òî è fk 2 L2(U ) ðàâíîìåðíîîãðàíè÷åííà: jjfkjjL2 6C0 .Â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ W 12 (U ) â L2(U )èç fwkg êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ W 12 (U )ìîæíî èçâëå÷ü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ

ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó w â íîðìå L2(U ). Â ñèëóòîãî ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáî ñõîäèòñÿê íóëþ, ñàì ýëåìåíò u ðàâåí íóëþ. Íî òîãäà â ñèëójjwkjj2W 12 (X) = j(wk, fk)L2(U)j6 jjwkjjL2(U),jjfnjjL2(U) 6C0jjwnjjL2(U)ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü wkp ñõîäèòñÿ ê íóëþè â íîðìå ÆW 12(X).Êàê óêàçûâàåò ïðèìåð ñóæàþùåéñÿ òðóáû, ðàñ-ñìîòðåííûé â íà÷àëå ðàáîòû �åëëèõà [11℄, îáðàòíîåíåâåðíî: ñóùåñòâóþò íåêîìïàêòíûå îáëàñòè, íà êî-òîðûõ îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð A íåÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò 06-01-00146).Ëèòåðàòóðà1. �èëüáåðò Ä., Êóðàíò �. Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé �è-çèêè. Ò. 1. Ì.; Ë., 1951; Ò. 2. Ì., 1945.2. Ñàìàðñêèé À.À. // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1948. 63, � 6.Ñ. 631 (Èçáð. òðóäû. Ì., 2003. C. 23�27).3. Áèðìàí Ì.Í. // Âåñòí. Ëåíèíãð. óí-òà. 1962. � 1.Ñ. 22.4. Wolf Fr. // Koninklijke Nederlandse Akademie vanWettens
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