
Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 2 7ÓÄÊ 514.74 ÍÈÆÍßß ÎÖÅÍÊÀ Ñ�ÅÄÍÅ�Î �ÀÑÑÒÎßÍÈß ÌÅÆÄÓÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÌÈ ÒÎ×ÊÀÌÈ ÍÀ �ÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÎÉÑÎ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ Ê�ÈÂÈÇÍÎÉÂ.�. Ëàìáóðò, Â.Í. Òóòóáàëèí(êà�åäðà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé �))�àññìàòðèâàþòñÿ íèæíèå îöåíêè äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîïðÿæåííûìè òî÷êàìèíà ãåîäåçè÷åñêîé, êðèâèçíà âäîëü êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîìñ îáíîâëåíèåì. Â àñèìïòîòèêå ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ êðèâèçíû çàäà÷à ñâîäèòñÿê èçó÷åíèþ ïåðåñå÷åíèÿ óðîâíÿ íåêîòîðûì äè��óçèîííûì ïðîöåññîì ñ îòðàæåíèåì.ÂâåäåíèåÅùå â 1960-å ãã. ß. Á. Çåëüäîâè÷ îáðàòèë âíèìà-íèå íà òî, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà âî Âñåëåííîéâ îòäåëüíûå íåáåñíûå òåëà è ñâÿçàííûå ñ ýòèì�ëóêòóàöèè êðèâèçíû íå òîëüêî âíîñÿò íåáîëüøîéøóì â êîñìîëîãè÷åñêèå òåñòû, íî è ïðèâîäÿò ê íåêî-òîðîìó ñèñòåìàòè÷åñêîìó ý��åêòó. Â íåäàâíåé ðà-áîòå [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî ý��åêò Çåëüäîâè÷à ìîæíîîïèñàòü êàê âîçíèêíîâåíèå ý��åêòèâíîé êðèâèç-íû, âõîäÿùåé â îïèñàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòàâî Âñåëåííîé. Îòëè÷èå ý��åêòèâíîé êðèâèçíû îòóñðåäíåííîãî çíà÷åíèÿ êðèâèçíû êîñìîëîãè÷åñêîéìîäåëè ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì �ëóêòóàöèé êðèâèçíû.�ðóáî ãîâîðÿ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî Âñåëåííàÿ, ïëîò-íîñòü êîòîðîé â ñðåäíåì ðàâíà êðèòè÷åñêîé, êà-æåòñÿ íàáëþäàòåëþ èìåþùåé ñëåãêà îòðèöàòåëüíóþêðèâèçíó ïðîñòðàíñòâåííîãî ñå÷åíèÿ.Çàäà÷à îá ó÷åòå âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé êðè-âèçíû íà ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà âî Âñåëåííîé èñ-õîäíî ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé î ïîâåäåíèè ãåîäåçè÷åñêèõâ ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå.Îäíàêî Çåëüäîâè÷ ïîêàçàë, ÷òî â ñèëó âûñîêîéñòåïåíè îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïèè Âñåëåííîé ýòàçàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñåòè ãåîäåçè÷åñêèõíà äâóìåðíîé ïëåíêå â ïðîñòðàíñòâåííîì ñå÷åíèè,íàòÿíóòîé íà ïðîåêöèè äâóõ áëèçêèõ èçîòðîïíûõãåîäåçè÷åñêèõ.Ñóùåñòâóåò åùå îäèí ý��åêò, âîçíèêàþùèé ïðèðàñïðîñòðàíåíèè ñâåòà âî Âñåëåííîé ñ íåîäíîðîä-íîñòÿìè. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ãåîäåçè÷å-ñêîé, âäîëü êîòîðîé êðèâèçíà �ëóêòóèðóåò, ðàíîèëè ïîçäíî âîçíèêàþò ñîïðÿæåííûå òî÷êè, èëè,ãîâîðÿ �èçè÷åñêèì ÿçûêîì, ãðàâèòàöèîííûå ëèíçû,ñâÿçàííûå ñ êóìóëÿòèâíûì äåéñòâèåì íåáîëüøèõíåîäíîðîäíîñòåé êðèâèçíû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìûïðîèçâîäèì íåêîòîðûå îöåíêè ñíèçó äëÿ ñðåäíåãîðàññòîÿíèÿ ìåæäó òàêèìè ñîïðÿæåííûìè òî÷êàìè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì äâóìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå,íà êîòîðîì âûäåëåíà íåêîòîðàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ

ñ �èêñèðîâàííîé òî÷êîé O . Ïóñòü x � ðàññòî-ÿíèå âäîëü ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé, îòñ÷èòûâàåìîå îòòî÷êè O . Êàê èçâåñòíî, ðàçáåãàíèå ãåîäåçè÷åñêèõ,áëèçêèõ ê äàííîé è ïðîâåäåííûõ ÷åðåç òó æåòî÷êó O , îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ßêîáèy00 + k(x)y = 0, (1)ãäå k(x) � (ïåðåìåííàÿ) êðèâèçíà, à íà÷àëüíûåóñëîâèÿ èìåþò âèä y(0) = 0, y0(0) = 1.Íåäàâíî áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü, â êîòîðîéêðèâèçíà k(x) ñ÷èòàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì [1℄.Èíòóèòèâíî â ýòî ïîíÿòèå âêëàäûâàåòñÿ òîò ñìûñë,÷òî çíà÷åíèÿ êðèâèçíû â äàëåêî îòñòîÿùèõ äðóãîò äðóãà òî÷êàõ ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâè-ñèìûìè. Èìåííî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò äëè-íà Æ , òàêàÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàk(x) íà èíòåðâàëàõ âèäà [xn, xn+1℄, ãäå xn = nÆ ,n = 0, 1, 2, . . . , ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû.Òàêàÿ �îðìà ãèïîòåçû ïîìåùàåò âîïðîñ îáàñèìïòîòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ (1) ïðè x ! 1 â ðàìêè èçâåñòíîé òåîðèèÔåðñòåíáåðãà, îòíîñÿùåéñÿ ê ïðîèçâåäåíèÿì íåçà-âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö [2�4℄. Îäíèì èç ãëó-áîêèõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé òåîðèè (êîòîðûé îáû÷íîè íàçûâàåòñÿ ¾òåîðåìîé Ôåðñòåíáåðãà¿) ÿâëÿåòñÿâûâîä îá ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðîì ðîñòå äëèíûâåêòîðà (y(x), y0(x)) ïðè x!1.Ïîñêîëüêó ïðè k(x) = !2(x) > 0 óðàâíåíèå (1)ñîâïàäàåò 
 óðàâíåíèåì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-òîðà ñ ïåðåìåííîé ñëó÷àéíîé óïðóãîé ñèëîé, òîðàíåå ýòîò âûâîä èíòåðïðåòèðîâàëñÿ êàê ýêñïîíåí-öèàëüíî áûñòðûé ðîñò ýíåðãèè òàêîãî îñöèëëÿòîðà.Äëÿ îñöèëëÿòîðà íå ïðåäñòàâëÿþò îñîáîãî èíòåðåñàòî÷êè �x, äëÿ êîòîðûõ y(�x) = 0, ò. å. îñöèëëÿòîðïðîõîäèò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Íî äëÿ ãåî-ìåòðèè òàêèå òî÷êè èíòåðåñíû: ýòî òî÷êè, ñîïðÿ-æåííûå ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé O ; ñîïðÿæåííûå òî÷êèñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ãðàâèòàöèîííûìè ëèíçàìè.Êàê ýòî ïðèíÿòî â òåîðèè Ôåðñòåíáåðãà, èññëå-äóåìûé âåêòîð (y, y0) ñíà÷àëà ïåðåïèñûâàåòñÿ â ïî-ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ y = r 
os , y0 = r sin , òàê ÷òî�) Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò Ì�Ó.4 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 2



8 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 2çíà÷åíèÿ ïîëÿðíîãî óãëà  (xn) â òî÷êàõ îáíîâëåíèÿîáðàçóþò ýðãîäè÷åñêóþ ìàðêîâñêóþ öåïü íà îêðóæ-íîñòè. ×òî æå êàñàåòñÿ ïîëÿðíîãî ðàäèóñà r(x),òî ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèðàùåíèåëîãàðè�ìà� ln r(xn) = ln r(xn+1)� ln r(xn) (2)ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò ïàðû [ (xn),B(xn, xn+1)℄, ãäåB(xn, xn+1)� �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà íà îòðåçêå[xn, xn+1℄, ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñÿùàÿ îò  (xn).Ïðåäïîëàãàÿ ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññà k(x), ò. å.îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå âñåõ ìàòðèö B(xn, xn+1),ïîëó÷àåì, ÷òî òàêèå ïàðû òîæå îáðàçóþò ýðãîäè-÷åñêóþ ìàðêîâñêóþ öåïü. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèåln r(xn) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (2),�óíêöèîíàëüíî çàâèñÿùèõ îò ñîñòîÿíèÿ ýðãîäè÷å-ñêîé öåïè Ìàðêîâà. Èçâåñòíî, ÷òî (ïðè øèðîêèõè åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ) ýòî ïðèâîäèò ê àñèìïòî-òè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ln r(xn) ïðè n ! 1 ñ ïà-ðàìåòðàìè âèäà (na,�pn). Òåîðåìà Ôåðñòåíáåðãàóòâåðæäàåò, ÷òî a > 0. Òàêèì îáðàçîì, r(xn) ðàñòåòýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî, ïðè÷åì ìîæíî äîêàçàòü,÷òî ïðè n!1 âåëè÷èíû r(xn) è  (xn) äåëàþòñÿñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè.Ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà �x îáðàçóåòñÿ, åñëè  (�x) ==��/2. Ëèøü ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé íóëþ, òàêàÿòî÷êà �x ìîæåò ñîâïàñòü ñ îäíîé èç òî÷åê îáíîâëå-íèÿ xn. Íî åñëè çíà÷åíèÿ  (xn) è  (xn+1) ìàðêîâ-ñêîé öåïè óñòðîåíû òàê, ÷òî  (xn) ëåæèò ïî îäíóñòîðîíó äèàìåòðà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè îêðóæíîñòè��/2, à  (xn+1) � ïî äðóãóþ ñòîðîíó ýòîãî äèàìåò-ðà, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1)íà èíòåðâàëå ìåæäó òî÷êàìè xn è xn+1 îáÿçàòåëüíîèìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû çàíèìàåìñÿ çàäà÷åéî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ èçíà÷àëüíî íóëåâîé êðèâèç-íû (ò. å. òàêîé àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñòàíîâêîé, êîãäàsup jk(x)j ! 0).2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëèÓðàâíåíèå (1) ïåðåïèøåì â âèäå ñèñòåìûäâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíîâåêòîðà-ñòðî÷êè z = (z1, z2) è ââåäåì áåçðàçìåðíûåïåðåìåííûå z1 = y , z2 = y0Æ , t = x/Æ , � = kÆ2 , òàê÷òî ddtz(t) = z(t) 0 ��(t)1 0 ! . (3)Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òåïåðü èìåþò âèä z1(0) = 0,z2(0) = Æ .Ýòó ñèñòåìó áóäåì èçó÷àòü ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäàê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì z1 = � 
os� , z2 = � sin� .Çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà �(t) òåïåðü îáíîâëÿ-þòñÿ â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ t = 0, 1, 2, . . . ; çíà-÷åíèÿ �(0),�(1), . . . îáðàçóþò ìàðêîâñêóþ öåïü íàîêðóæíîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè îòîæäåñòâèòüïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè îêðóæíîñòè � è � + �,òî ìàðêîâñêèé õàðàêòåð áëóæäàíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ.

Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �(t) áëóæäàåòïî îòðåçêó [��/2,�/2℄, ïðè÷åì êîíöû ýòîãî îòðåçêàîòîæäåñòâëåíû. Â ìîìåíò t = 0 áëóæäàíèå íà÷èíà-åòñÿ èç òî÷êè �/2 (â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé).Âíóòðè èíòåðâàëà (��/2,�/2) ñäåëàåì çàìåíóêîîðäèíàòû u = tg�. Â ñèëó (3) u = z2(t)/z1(t),è èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, íåòðóäíî âûâåñòèäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâî-ðÿåò u(t) íà ïðÿìîé �1 < u(t) <1 (ò. å. ïðè óñëî-âèè ��/2 < �(t) < �/2). Äëÿ ýòîãî íóæíî çàìåòèòü,÷òî ïðè ìàëîì �t ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèåz(t+�t) = z(t)[E + 0 ��(t)1 0 !�t+ o(�t)℄. (4)Èç óðàâíåíèÿ (4) íóæíî âûðàçèòü ðàçíîñòüz2(t+�t)/z1(t+�t)� z2(t)/z1(t) = u(t+�t)� u(t),ðàçäåëèòü åå íà �t è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè�t! 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ñëåäó-þùåãî âèäà: du/dt =���(t) + u2� . (5)Áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþt ¾âðåìåíåì¿, òîãäà (5) åñòåñòâåííî íàçûâàòü ¾äè-íàìè÷åñêîé ñèñòåìîé¿.Ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ïî-ñòàíîâêó çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Ïóñòüäàíî, ÷òî áåçðàçìåðíàÿ êðèâèçíà �(t) îãðàíè÷åíà,j�(t)j 6 �, ãäå â äàëüíåéøåì áóäåò � ! 0. Ïóñòü�(t) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîìñ îáíîâëåíèåì â òî÷êàõ t = 0, 1, . . . , ïðè÷åì ñðåäíååE�(t) = 0, à äèñïåðñèÿ èíòåãðàëà R10 �(t)dt èìååòâèä b�2, ãäå b > 0 è íå ìåíÿåòñÿ ïðè �! 0. Ïóñòüòàêæå äëèíà Æ ïðîìåæóòêà ìåæäó òî÷êàìè îáíîâ-ëåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè �! 0. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò�(0) = �/2. Â ýòîé òî÷êå êîîðäèíàòà u = tg� íåñóùåñòâóåò, íî ÷åðåç ñêîëü óãîäíî ìàëîå âðåìÿ �tîêàçûâàåòñÿ, ÷òî �(�t) < �/2, è èç óðàâíåíèÿ (5)âèäíî, ÷òî ïðè u > p� ñêîðîñòü du/dt îòðèöà-òåëüíà. Åñëè áû íóëåâàÿ êðèâèçíà íå âîçìóùàëàñüñëó÷àéíîé êðèâèçíîé �(t) (ò. å. êðèâèçíà ðàâíÿëàñüáû íóëþ òîæäåñòâåííî), òî u(t) ïðèáëèæàëîñü áûê íóëþ ñâåðõó, íèêîãäà åãî íå äîñòèãàÿ. Îäíàêîñëó÷àéíûå íåîäíîðîäíîñòè �(t), êîòîðûå â ñèëóóñëîâèé E�(t) = 0, b > 0, áûâàþò êàê ïîëîæè-òåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè, êàê îêàçûâàåò-ñÿ, íåèçáåæíî ïåðåáðàñûâàþò u(t) ÷åðåç íóëåâîéóðîâåíü, ïðè÷åì äîñòèãàåòñÿ è óðîâåíü u(t) =�p� .Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåòñÿ ìîíîòîííîå äâèæåíèå u(t)ê �1, è çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà�(t) äîñòèãàåò òî÷êè ��/2 (êîòîðàÿ îòîæäåñòâëåíàñ �/2). Â ýòîò ìîìåíò è ïîÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííàÿòî÷êà.Ìû çàíèìàåìñÿ îöåíêîé ñðåäíåãî âðåìåíè ïåðå-õîäà ïîëÿðíîãî óãëà �(t) îò òî÷êè �/2 äî òî÷êè��/2 (÷òî ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ðàññòîÿíèå ìåæ-äó òî÷êàìè îáíîâëåíèÿ Æ äàåò ñðåäíåå ðàññòîÿ-íèå ìåæäó ñîïðÿæåííûìè òî÷êàìè). Íåñìîòðÿ íà



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 2 9ïðîñòîòó óðàâíåíèÿ (5), çàäàþùåãî äèíàìè÷åñêóþñèñòåìó, èññëåäîâàíèå ýòîé ñèñòåìû çàòðóäíèòåëüíîïîòîìó, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà ëèøüâ ìîìåíòû îáíîâëåíèÿ t = 0, 1, . . . . Õîòåëîñü áûñâåñòè çàäà÷ó â àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå (ò. å.ïðè �! 0) ê äè��óçèîííîìó ïðîöåññó, êàê ýòîîáû÷íî äåëàåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå. Òàêîåñâåäåíèå íàòàëêèâàåòñÿ íà íåêîòîðûå òðóäíîñòè,è â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì íå òî÷íîå (â äè�-�óçèîííîì ïðèáëèæåíèè) âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíå-ãî âðåìåíè ïåðåõîäà, à ëèøü åãî îöåíêó ñíèçó.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ ïåðåõîäà îòçíà÷åíèÿ �(0) = �/2 ê òàêîìó çíà÷åíèþ �0, ÷òîu0 = tg�0 = p�, èìååò ïîðÿäîê âåëè÷èíû C1/p�,ãäå C1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Àíàëîãè÷íî ïîñëåäîñòèæåíèÿ ñèñòåìîé (5) ñîñòîÿíèÿ u = u00 = �p�ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà ïîÿâëÿåòñÿ ÷åðåç ñðåäíåå âðåìÿïîðÿäêà C2/p�. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû âûâîäèìíèæíþþ îöåíêó ñðåäíåãî âðåìåíè ïåðåõîäà ñèñòå-ìîé (5) îò òî÷êè p� äî òî÷êè �p�, è ýòà îöåí-êà îêàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ��2/3 � C/p�.Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíàÿ ÷àñòü âðåìåíè ïåðåõîäàîò îäíîé ñîïðÿæåííîé òî÷êè äî äðóãîé îïðåäåëÿ-åòñÿ âðåìåíåì ïåðåñå÷åíèÿ ñèñòåìîé (5) èíòåðâàëà[�p�,p�℄. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæå-íèå ñèñòåìû (5) ëèøü íà ýòîì èíòåðâàëå (è òîëüêîâíóòðè ýòîãî èíòåðâàëà ñòðîèòü ðàçëè÷íûå äè��ó-çèîííûå ïðèáëèæåíèÿ).3. Íèæíÿÿ îöåíêàÏðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî âûñêàçàííîãî âûøåóòâåðæäåíèÿ î íèæíåé îöåíêå. �àññìîòðèì íåêî-òîðîå ÷èñëî �, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì1/2 < � < 1, è ñðåäíåå âðåìÿ ïåðåõîäà îò óðîâíÿ ��äî óðîâíÿ ��� äëÿ íåñêîëüêî èçìåíåííîé â ñðàâ-íåíèè ñ (5) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû u1(t). À èìåííîïîëîæèì du1/dt =�(�(t) + �2�), (6)ïðè÷åì íàëîæèì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, ÷òî ñè-ñòåìà u1(t) ïðè ïåðåñå÷åíèè ñíèçó óðîâíÿ �� èñ-ïûòûâàåò îòðàæåíèå òðàåêòîðèè îò ýòîãî óðîâíÿ.Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü ñèñòåìû (6) â ëþáîé òî÷êåèíòåðâàëà [���, ��℄ îãðàíè÷åíà ñâåðõó ñêîðîñòüþñèñòåìû (5), äà åùå è äîáàâëåíî óñëîâèå îòðàæåíèÿ,êîòîðîãî íåò äëÿ ñèñòåìû (5), òî ÿñíî, ÷òî òðàåêòî-ðèÿ ñèñòåìû (6), èñõîäÿùàÿ èç òî÷êè ��, äîñòèãàåòóðîâíÿ ��� áûñòðåå, ÷åì òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (5).Îöåíèì ýòî ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ ñèñòåìû (6) ñ ïîìî-ùüþ àïïðîêñèìàöèè äè��óçèîííûì ïðîöåññîì.Ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèé j�(t)j 6 �, 2� > 1ñèñòåìà (6) çà åäèíèöó âðåìåíè ñäâèãàåòñÿ íàâåëè÷èíó ïîðÿäêà �, à íóæíî ïðîéòè ïóòü 2��,ðå÷ü èäåò î ÷èñëå øàãîâ íå ìåíåå 2���1 ! 1ïðè �! 0. Â öåëî÷èñëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè tïîëîæåíèå ñèñòåìû u1(t) îòëè÷àåòñÿ îò åå íà-÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ íà ñóììó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí�k = Rk+1k �(t)dt ïëþñ ñóììà òàêîãî æå ÷èñëà ïî-ñòîÿííûõ ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ �2�. Ïîñêîëüêó ÷èñëîâðåìåííûõ øàãîâ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðè-

ìåíèìà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà, êîòîðóþìû ñ�îðìóëèðóåì êàê âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåííîéçàìåíû óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóþùèì ñòîõàñòè÷åñêèìäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:du2 =pD�kdwt � �2�dt, (7)ãäå wt � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.Ìû ïðèíÿëè, ÷òî D�k = b�2, à ñëåäîâàòåëüíî, ñè-ñòåìà (7), àïïðîêñèìèðóþùàÿ ñèñòåìó (6), ÿâëÿåòñÿäè��óçèîííûì ïðîöåññîì ñ êîý��èöèåíòîì äè��ó-çèè �2 = b�2 è êîý��èöèåíòîì ñíîñà a=��2�. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç g(x) ñðåäíåå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ãðà-íèöû ��� òàêèì ïðîöåññîì, íà÷èíàþùèìñÿ â òî÷êåx 2 [���, ��℄. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî �óíêöèÿ g(x)óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþAg =�1, (8)ãäå îïåðàòîð A = (�2/2)(d2/dx2) + a(d/dx) ÿâëÿåò-ñÿ èí�èíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì äè��óçèîííîãîïðîöåññà, ïðè÷åì óñëîâèå îòðàæåíèÿ îò ïðàâîé ãðà-íèöû �� ñîñòîèò â òîì, ÷òî g0(x) = 0 ïðè x = �� ,à íà ëåâîé ãðàíèöå, î÷åâèäíî, g(���) = 0. �åøàÿóðàâíåíèå (8), ïîëó÷àåìg(x) =C1 +C2 exp[(�2a/�2)x℄� x/a.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè óêàçàííûõ çíà÷åíèé ñíîñà aè äè��óçèè �2 è îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò èç ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì �îðìóëóg(��) = 2��� � (b/2)�2�4� h1� exp��(4/b)��2+3��i .(9)Äëÿ ëþáîãî � èç èíòåðâàëà (1/2, 1) âûðàæåíèå(9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íèæíþþ îöåíêó. Âûáåðåìòåïåðü � òàê, ÷òîáû âûðàæåíèå (9) èìåëî (êàê�óíêöèÿ �) íàèáîëüøèé âîçìîæíûé ïîðÿäîê âåëè-÷èíû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè�= 2/3, ïðè÷åì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òîg(�2/3) = [2� (b/2)(1� exp(�4/b))℄��2/3 �� (2� b/2)��2/3. (10)(Íàïîìíèì, ÷òî b 6 1 â ñèëó óñëîâèÿ �(t) 6 �.)Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå âðåìÿ ïåðåõîäà ñèñòåìû (5)îò óðîâíÿ p� > �2/3 äî óðîâíÿ �p� < ��2/3 âîâñÿêîì ñëó÷àå íå ìåíåå C��2/3.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò 02-01-00297).Ëèòåðàòóðà1. Ëàìáóðò Â.�., Ñîêîëîâ Ä.Ä., Òóòóáàëèí Â.Í. // Ìà-òåì. çàìåòêè. 2003. 74. Ñ. 416.2. Furstenberg H. // Ann. Math. 1963. 77. P. 335.3. Furstenberg H. // Trans. Am. Math. So
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