
6 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3ÓÄÊ 519.634 Î ÇÍÀ×ÅÍÈÈ ÝËÅÌÅÍÒÀ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ ÑÎÁÎËÅÂÀ ÆW 12(X)Â ÒÎ×ÊÅ ÎÁËÀÑÒÈ XÌ.Ä. Ìàëûõ(êà�åäðà ìàòåìàòèêè)E-mail: malykham�mtu-net.ruÂâåäåíî ïîíÿòèå êî-ïó÷êà ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà è çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà Ñîáîëåâàïðîñòðàíñòâà â òî÷êå. Óêàçàíû íåêîòîðûå òåîðåìû î ñâÿçè ñõîäèìîñòè ïî íîðìåè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè.Ïðè èññëåäîâàíèè êðàåâûõ çàäà÷, ðàññìàòðèâàå-ìûõ â îáëàñòè X n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâàRn , òðåáóåòñÿ èçó÷èòü ïðîíèêíîâåíèå òîïîëîãèèïðîñòðàíñòâà X â òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà Ñîáî-ëåâà ÆW 12(X), ÷åìó ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1, 2℄. Ïðèýòîì óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà:Î ï ð å ä å ë å í è å. Ñêàæåì, ÷òî íà òîïîëîãè÷å-ñêîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàí êî-ïó÷îê ãèëüáåðòîâûõïðîñòðàíñòâ H(X), åñëè êàæäîìó îòêðûòîìó ìíî-æåñòâó U � X îòâå÷àåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâîH(U ), ïðè÷åì1) âëîæåíèå U �U 0 âëå÷åò H(U )� H(U 0);2) H(?) = 0;3) êîíå÷íîìó ïåðåñå÷åíèþ îáëàñòåé Ui îòâå÷àåòH(\Ui) =\H(Ui);4) ïðîèçâîëüíîìó (áûòü ìîæåò, íåñ÷åòíîìó) îáú-åäèíåíèþ îáëàñòåé U� ñîîòâåòñòâóåò çàìûêàíèå ïîíîðìå H ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãîâñåâîçìîæíûìè êîíå÷íûìè ñóììàìè ýëåìåíòîâ èçïðîñòðàíñòâ H(U�), ò. å.H([U�) =XH(U�).Â êà÷åñòâå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, èíäóöèðî-âàííîãî íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Z , ïðèìåì îðòî-ãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê H(X �Z), ò. å.H(Z) := H(X �Z)T .Â ÷àñòíîñòè, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìóîòêðûòîìó ìíîæåñòâó U â X � Rn ïðîñòðàíñòâîÑîáîëåâà ÆW 12(U ) è ïðèíÿâ ÆW 12(?) = 0 äëÿ îïðåäå-ëåííîñòè, ïîëó÷èì êî-ïó÷îê ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëå-âà ÆW12(X) íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X � Rn .Øèðîêèé êëàññ ïðèëîæåíèé îòêðûâàåò óæå òîïðîñòîå íàáëþäåíèå, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x â Rn ÿâëÿ-åòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, è ïîýòîìó îïðåäåëåíîïðîñòðàíñòâî ÆW 12(x). Óäàåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùåå:

Ò å î ð å ì à 1. Ïðîñòðàíñòâî ÆW 12(x) îäíîìåðíî,è åñëè îáîçíà÷èòü ïðîåêòîð íà ÆW 12(X) êàê P(x),òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé â òî÷êå x �óíêöèè v âåðíîP(x)v = v(x)P(x)w, (1)ãäå w � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, ðàâíàÿåäèíèöå â òî÷êå x.Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ÆW 12(X) ìîæíîââåñòè ïîíÿòèå çíà÷åíèÿ â òî÷êå x êàê êîý��è-öèåíòà â ðàçëîæåíèè P(x)v ïî áàçèñó, ñîñòîÿùåìóèç îäíîãî âåêòîðà ex = P(x), ò. å. ðàâíîãî îáðàçóïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé �óíêöèè, ðàâíîé åäèíèöåâ òî÷êå x .Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ðàçîáüåì íà íåñêîëüêîóòâåðæäåíèé.1. Ïðîñòðàíñòâî ÆW 12(x) îáðàçîâàíî ãàðìîíè-÷åñêèìè �óíêöèÿìè ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå x,ïðè÷åì C2(X)\ ÆW 12(x) = 0. (2)Â ñàìîì äåëå, ïðîñòðàíñòâî ÆW 12(x) îáðàçîâà-íî âñåìè ýëåìåíòàìè ÆW 12(X), îðòîãîíàëüíûìèê C10 (X � x), ïîýòîìó v 2 ÆW 12(x) îçíà÷àåò, ÷òîZU dx (rw,rv) = 0 8 w 2C10 (U )è äëÿ ëþáîé îáëàñòè U , íå ñîäåðæàùåé x . Îò-ñþäà â ñèëó ëåììû Âåéëÿ [3℄ ñëåäóåò, ÷òî �óíê-öèÿ v ïðèíàäëåæèò C2(X � x) è ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè-÷åñêîé â îáëàñòè X � x . Åñëè ê òîìó æå �óíêöèÿv 2 C2(X), òî åå ëàïëàñèàí �v 2 C(X) è âñþäóâ X � x ðàâåí íóëþ, çíà÷èò, îí ðàâåí íóëþ è â òî÷-êå x è v 2C2(X) � ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ â X èçÆW 12(X), à òàêàÿ �óíêöèÿ ðàâíà íóëþ.2. Ýëåìåíò v 2C10 (X), ðàâíûé òîæäåñòâåííî 1â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x, íå ïðèíàä-



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3 7ëåæèò ÆW 12(X � x), è ïîýòîìóÆW 12(X � x) 6= ÆW 12(X), ò. å. ÆW 12(x) 6= 0. (3)Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ýëåìåíò v 2 C10 (X),òîæäåñòâåííî ðàâíûé åäèíèöå â íåêîòîðîé êóáè-÷åñêîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x , íå ïðèíàäëåæèòÆW 12(X � x), íî ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ê íåìó ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü vm 2 C10 (X � x). Âçÿâ ïðîáíóþ�óíêöèþ ' 2C10 (U ), âèäèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü wm = '(1�vm) 2C1(U ), äëÿ êîòîðîéâåðíî ZX dy jrwmj2! 0, (4)wm(x) = 1, (5)ïîñêîëüêó íîñèòåëü vm íå ñîäåðæèò òî÷êó x , è,íàêîíåö, ZX dy jwmj2! 0. (6)Òàê æå êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà Ïó-àíêàðå [4℄, èç ñîîòíîøåíèÿwm(y)� 1 = yZx (rwm,dl),ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíòóðó,ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè x è y , ïîëó÷àåòñÿZU dy jwm(y)� 1j2 6 2L2 ZU dy jrwm(y)j,ãäå L � äëèíà ðåáðà êóáà U . Ïîýòîìó èç óòâåðæäå-íèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî wm ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ê åäè-íèöå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (6). Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè wm ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè äåéñòâèòåëüíîñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò.3. Íàîáîðîò, ëþáîé ýëåìåíò v(y) 2 C10 (X),ðàâíûé íóëþ â òî÷êå x, ïðèíàäëåæèò ÆW 12(X� x).Îêðóæèì x ìàëîé øàðîâîé îêðåñòíîñòüþ jx�yj6 rðàäèóñà r , è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ñóùå-ñòâîâàíèè ïðîáíîé �óíêöèè [5℄, ò. å. �óíêöèè'(y, r) 2C1(X), êîòîðàÿ1) ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ â êðóãå jx�yj 6 r/2;2) ðàâíà åäèíèöå âíå jx� yj6 r ;3) çàêëþ÷åíà íà èíòåðâàëå 06 '6 1;4) jry'(y, r)j 6 C/r , ãäå C � êîíñòàíòà, íåçàâèñÿùàÿ îò r .Îáðàçóåì ïðè åå ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüfv(y)'(y, r)g 2C10 (X � x) è çàìåòèì, ÷òîjjv� v'(r)jj2 = Zjx�yj6r dy jryv(y)(1�'(y, r))j2 6

6 2 Zjx�yj6rdy jryv(y)j2+2 Zjx�yj6rdy jry'(y, r)j2jv(y)j2 66 2S(n) rn supjx�yj6r jrv(y)j2!++C2 rn�2 supjx�yj6r jv(y)j2! ,ãäå S(n) � ïëîùàäü n-ìåðíîé ñ�åðû. Èç óñëîâèÿv(x) = 0 ñëåäóåò, ÷òîsupjx�yj6r jv(y)j6C0r,ïîýòîìó jjv � v'(r)jj2 6 C00rn è, çíà÷èò, ñòðåìèòñÿê íóëþ ïðè r! 0. Òåì ñàìûì ïîñòðîåíà ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ C10 (X � x), ñõîäÿùàÿñÿ ïîíîðìå W 12 ê ðàññìàòðèâàåìîé �óíêöèè v , à çíà÷èò,è äîêàçàíî âëîæåíèåfv 2C10 (X): v(x) = 0g � ÆW 12(X � x). (7)Ñîîòíîøåíèÿ (3) è (7) ïîçâîëÿþò ïîäñ÷èòàòüðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ÆW 12(x). Èç ñî-îòíîøåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëå-ìåíò w 2 C10 (X), ÷òî w(x) = 1 è P(x)w 6= 0. Òîãäàäëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà v 2 C10 (X) ìîæíî îáðàçîâàòü�óíêöèþ u(y) := v(y)� v(x)w(y) 2C10 (X),êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ â òî÷êå x . Ïîýòîìó â ñèëóñîîòíîøåíèÿ (7) âåðíî0 = P(x)u = P(x)v� v(x)P(x)w,ò. å. P(x)v = v(x)P(x)w. (8)Åñëè îáîçíà÷èòü P(x)w 6= 0 êàê ex , òî ïîëó÷à-åòñÿ, ÷òî âñå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî P(x)C10 (X)â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì,íàòÿíóòûì íà ýëåìåíò ex 2 ÆW 12(x). Îòñþäà ÿñíî,÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü 1 è ÷òîåãî çàìûêàíèå P(x) ÆW 12(x) ñîâïàäàåò ñ íèì. Ýòîè çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.Åñëè î v èçâåñòíî ëèøü, ÷òî îíà íåïðåðûâíà,òî ê íåé ñõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüvn 2 C10 (X), ïðè÷åì âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,÷òîáû â çàäàííîé òî÷êå x âñå �óíêöèè vn ïðèíè-ìàëè çíà÷åíèå v(x), òîãäàjjP(x)v� v(x)exjj = jjP(x)v� P(x)vnjj ! 0,è ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (8) îñòàåòñÿ â ñèëå äëÿëþáîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè.Ç à ì å ÷ à í è å. Ýëåìåíò ex âåñüìà ïîõîæ íà�óíêöèþ �ðèíà. Áóäó÷è ýëåìåíòîì ÆW 12(x), îí ÿâ-ëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé ñ îñîáåííîñòüþâ òî÷êå x , ïðè÷åì4 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3



8 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3(ex, v) ÆW 12(X) = (ex, v) = (P(x)ex, v) = (ex,P(x)v) == v(x)(ex, ex)èëè, åñëè ïîëîæèòü �(x) := jjexjj�1 ,(�(x)ex, v) ÆW 12(X) = v(x) 8 v 2C10 (X).Ôóíêöèÿ �(x)2ex ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåéñ îäíîé îñîáîé òî÷êîé y = x èç C2(X � x)\ ÆW 12(X),êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê g(x, y). Åå îñî-áåííîñòü òàêîâà, ÷òîZX dy (ryg(x, y),ryv(y)) = v(x) 8 v 2 ÆW 12(X)\C(X).(9)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íå ñëåäóåòZX dy v(y)�yg(x, y) = 0,íî ëèøüZX�Ux dy v(y)�yg(x, y) = Z�Ux d�y v(y)�g(x, y)�ny .Áîëåå òîãî, ïðè n > 1 ñîîòíîøåíèå �yg(x, y) == Æ(y� x) íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó òîãäà g(x, y) áû-ëà áû �óíêöèåé �ðèíà è êàê �óíêöèÿ y ïðèíàäëå-æàëà áû ÆW 12(X).Òåì íå ìåíåå ìíîãèå ñâîéñòâà �óíêöèè �ðèíàîñòàþòñÿ â ñèëå. Íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå (9), ïðè-ìåíåííîå ê v(y) = g(z, y), äàåòg(x, z) = ZX dy (ryg(x, y),ryg(z, y)),îòêóäà âèäíî, ÷òî g(x, y) � ñèììåòðè÷íàÿ �óíêöèÿ.Ïîýòîìó g(x, y) è êàê �óíêöèÿ x òîæå ãàðìî-íè÷åñêàÿ ïðè x 6= y . Ôàêòè÷åñêè æå óñòàíîâëåíîñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî àíàëîãà �óíêöèè �ðèíàîòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â W 12 : äëÿïðîèçâîëüíîé îáëàñòè X � Rn ñóùåñòâóåò ñèììåò-ðè÷íàÿ ïî x è y �óíêöèÿ g(x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿóñëîâèÿì 8<:�yg(x, y) = 0, y 2 X � x,g(x, y)��y2�X = 0, (10)è äëÿ ëþáîé �óíêöèè v 2C(X)\ ÆW 12(X) âåðíîv(x) = ZX dy (ryg(x, y),ryv(y)). (11)Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå íåêî-òîðîé �óíêöèè g , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì(10)�(11), êîòîðîå âîâñå íå î÷åâèäíî äàæå â R2 .Êàçàëîñü áû, åñëè x =O � íà÷àëî êîîðäèíàò, òî

�óíêöèÿ g(O, y) äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷íà îò-íîñèòåëüíî ãðóïïû ïîâîðîòîâ îñåé. Ïîýòîìó îíàäîëæíà çàâèñåòü òîëüêî îò jyj , è èç îáûêíîâåííîãîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ �g = 0 ìîìåíòàëüíîïîëó÷àåòñÿ g =C1 ln jyj+C2,êîòîðàÿ íå ïðèíàäëåæèò ÆW 12(R2) ïðîòèâ íàøåãîóòâåðæäåíèÿ. Íà ñàìîì äåëå ïðåîáðàçîâàíèå èçýòîé ãðóïïû äîëæíî ïåðåâîäèòü g(O, y) â íåêîòî-ðûé ýëåìåíò ÆW 12(O), è îíà ìîæåò çàâèñåòü îò óãëîâ.Òî÷íî òàê æå àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f (z) = z�1ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, à åå äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòüòàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ.Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâîjv(x)�w(x)j jjexjj = jjP(x)(v�w)jj6 jjv�wjj,ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Ò å î ð å ì à 2. Åñëè ýëåìåíòû v è w ïðîñòðàí-ñòâà ÆW 12(X) áëèçêè ê äðóã äðóãó ïî íîðìå W 12jjv�wjj6 "è íåïðåðûâíû â X , òî îíè áëèçêè è ïîòî÷å÷íî:jv(x)�w(x)j6 �(x)" 8 x 2 X,ãäå �(x) = jjexjj�1.Â ÷àñòíîñòè, åñëè èìååòñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòìïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v(x,h) 2 ÆW 12(X)\\C(X), ñõîäÿùèéñÿ ïî íîðìå W 12 ê êëàññè÷åñêîìóðåøåíèþ v(x) 2C2(X) ñ ïîðÿäêîì k, ò. å.jjv(h)� vjj6Chk,ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à h � ïàðà-ìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé âûáðàííîå ïðèáëèæåíèå(íàïðèìåð, äëèíà ãðàíè â òðèàíãóëÿöèè îáëàñòèäëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ), òî äëÿ ëþáîãîêîìïàêòà K, îòäåëåííîãî îò ãðàíèöû X , ñóùå-ñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C0(K), ÷òîjv(x,h)� v(x)j6C0(K)hk.Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâïîðÿäêà îäèí è âûøå, êàê è ëþáîé äðóãîé ïðîåêöè-îííûé ìåòîä, èñïîëüçóþùèé íåïðåðûâíûå �óíêöèè,ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå. Ýòîò �àêòõîðîøî èçâåñòåí â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà,íî åãî îáîñíîâàíèå äîñòàâëÿåò ìíîæåñòâî õëîïîò.Ê ïðèìåðó, â [7℄ åãî äîêàçûâàþò òîëüêî äëÿ ëèíåé-íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè k= 1.Ëèòåðàòóðà1. Áîãîëþáîâ À.Í., Ìàëûõ Ì.Ä. // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà.Ôèç. Àñòðîí. 2005. � 4. Ñ. 12 (Mos
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Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3 92. Ìàëûõ Ì.Ä. // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ôèç. Àñòðîí. 2007.� 1. Ñ. 28 (Mos
ow University Phys. Bull. 2007. N 1).3. Hellwig G. Differentialoperatoren der mathematis
henPhysik. Berlin; G�ottingen; Heidelberg, 1964.4. �èëüáåðò Ä., Êóðàíò �. Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé �è-çèêè. Ò. 1. Ì.; Ë., 1951; Ò. 2. Ì., 1945.5. Õåðìàíäåð Ë. Àíàëèç ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõîïåðàòîðîâ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ò. 1. Ì., 1986.
6. Stummel F. Rand- und Eigenwertaufgaben inSobolews
hen R�aumen. Berlin; Heidelberg; NewYork, 1969.7. Ìàð÷óê �.È., Àãîøêèí Â.È. Ââåäåíèå â ïðîåêöèîí-íî-ñåòî÷íûå ìåòîäû. Ì., 1981. Ïîñòóïèëà â påäàêöèþ15.03.06

5 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3


