
14 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3ÓÄÊ 536.7 �ÀÄÈÀËÜÍÀß ÔÓÍÊÖÈß �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß È ÑÊÎ�ÎÑÒÜÇÂÓÊÀ Â ÏËÎÒÍÛÕ �ÀÇÀÕ È ÆÈÄÊÎÑÒßÕÎ.Ï. Íèêîëàåâà(êà�åäðà êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ïîëÿ)E-mail: nikolaev�phys.msu.ruÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè çâóêà ÷åðåç ðàäèàëüíóþ�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è åå ïðîèçâîäíóþ ïî òåìïåðàòóðå. Òàê êàê èç ýêñïå-ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìîãóò áûòü íåçàâèñèìî îïðåäåëåíû ðàäèàëüíàÿ �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ è ñêîðîñòü çâóêà, òî íàéäåííàÿ ñâÿçü ïîçâîëÿåò ïðîàíàëèçèðîâàòüîñîáåííîñòè �àçîâîé äèàãðàììû âåùåñòâà è òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñîãëàñîâàííîñòüóðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ.ÂâåäåíèåÌåòîäû âû÷èñëåíèÿ ðàäèàëüíîé �óíêöèè ðàñ-ïðåäåëåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé �àçû âåùåñòâà â ïî-ñëåäíèå ãîäû ïîëó÷èëè ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå[1�4℄. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿåòîïðåäåëèòü íå òîëüêî ñàìó �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,íî è åå ïðîèçâîäíóþ ïî òåìïåðàòóðå. Â ðåçóëü-òàòå ñòàëî âîçìîæíûì îïðåäåëÿòü õàðàêòåðèñòèêèâåùåñòâà èñõîäÿ ëèøü èç äâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ, íå ïðèáåãàÿ ê �óíêöèÿì áîëåå âû-ñîêîãî ïîðÿäêà. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ñêîðîñòè çâóêà.Â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó âàæíûìèõàðàêòåðèñòèêàìè îäíîðîäíîé �àçû âåùåñòâà, êî-òîðûå ýêñïåðèìåíòàëüíî ìîãóò áûòü íàéäåíû íåçà-âèñèìî. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü ñîãëàñîâàííîñòüýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, à òàêæå ïîëó÷èòü áîëååïîëíóþ èí�îðìàöèþ î �àçîâîé äèàãðàììå âåùå-ñòâà, îñîáåííî äëÿ ïëîòíûõ ãàçîâ è æèäêîñòåé, ñòà-òèñòè÷åñêàÿ òåðìîäèíàìèêà êîòîðûõ ñîçäàíà ëèøüâ ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñêîðîñòü çâóêà ìîæåò áûòüèçìåðåíà ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Ïîýòîìóíàéäåííàÿ ñâÿçü äàåò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü ïî-âåäåíèå äâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, êî-ãäà åå àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò ïðåäïîëàãàåò öåëûéðÿä �èçè÷åñêèõ äîïóùåíèé â ðàìêàõ òåðìîäèíàìè-÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé (íàïðèìåð, äëÿ âåùåñòâñî ñëîæíîé ìîëåêóëÿðíîé ñòðóêòóðîé) ëèáî äëÿâåùåñòâ â ýêñòðåìàëüíûõ óñëîâèÿõ.Íàðÿäó ñ ýòèì ïðè èññëåäîâàíèè ðàñïðîñòðàíå-íèÿ çâóêîâîé âîëíû äîñòàòî÷íî áîëüøîé ÷àñòîòûâ îäíîðîäíûõ ñðåäàõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷å-òà äèñïåðñèè çâóêà è åãî ïîãëîùåíèÿ. �àññìîòðåíèåäàííûõ âîïðîñîâ ñâÿçàíî ñ öåëûì ðÿäîì ïðîáëåì[5, 6℄. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü ñ âûñîêîéñòåïåíüþ òî÷íîñòè âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè çâóêàâ çàâèñèìîñòè îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâïðè íå î÷åíü âûñîêèõ ÷àñòîòàõ, ÷òîáû â äàëüíåéøåìðàçäåëèòü äèñïåðñèîííûå ý��åêòû è íåòî÷íîñòè

â îïðåäåëåíèè ñêîðîñòè çâóêà èç-çà ïîãðåøíîñòåéâ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèÿõ.Ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû êîëåáàíèé â çâóêî-âîé âîëíå âîçíèêàþò íåëèíåéíûå ý��åêòû [7, 8℄.Äëÿ èõ êîððåêòíîãî ðàçðåøåíèÿ òàêæå íåîáõîäèìîçíàòü çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè çâóêà îò ñâîéñòâ ñðåäûñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîâåäåíèå ðàäè-àëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ñêîðîñòè çâóêàâ îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè [9℄.Â äàííîé ðàáîòå ìû îïðåäåëèì âûðàæåíèå äëÿñêîðîñòè çâóêà ÷åðåç ðàäèàëüíóþ �óíêöèþ ðàñïðå-äåëåíèÿ è åå ïðîèçâîäíóþ îò òåìïåðàòóðû, à òàêæåñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ýêñïåðèìåíòàëü-íûìè äàííûìè.�àäèàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ�àññìîòðèì ñèñòåìó N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, íàõî-äÿùèõñÿ â ìàêðîñêîïè÷åñêîì îáúåìå V ïðè òåìïå-ðàòóðå T . Ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ñ÷èòàåì öåíòðàëü-íûìè, è ïóñòü îíà õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîòåíöèàëîì�(r). Òîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû îïðå-äåëèòñÿ êàê UN = X16i<j6N �(jqi � qjj), (1)ãäå qi � ðàäèóñ-âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèåi -é ÷àñòèöû.Êîí�èãóðàöèîííàÿ ÷àñòü êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðå-äåëåíèÿ �èááñà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåìDN =Q�1N exp(�UN/�), (2)ãäå �= kT (k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà),QN = ZV exp(�UN/�) dq1 . . . dqN . (3)



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3 15Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, äâóõ÷àñòè÷íàÿ �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíàF2(q1, q2) =V 2 ZV DN dq3 . . . dqN . (4)Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûõ ñèñòåì ñ òî÷-íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 1/N îíà îêàçûâàåòñÿðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íîé:F2(q1, q2) = g(jq1 � q2j). (5)Ôóíêöèþ g(r) îáû÷íî íàçûâàþò ðàäèàëüíîé �óíê-öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé �óíêöèèèñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû òåîðèè âîçìóùå-íèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàíà òåðìîäèíà-ìè÷åñêàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.Ïóñòü �0(r) � ïîòåíöèàë áàçîâîé ñèñòåìû. Òî-ãäà çàïèøåì �(r) =�0(r) +��(r),ãäå ��(r) = �(r)��0(r). Ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàëü-íóþ ýíåðãèþ (1) â âèäåU = X16i<j6N �0(jqi � qjj) + X16i<j6N��(jqi � qjj).Ââåäåì �óíêöèþ, àíàëîãè÷íóþ �óíêöèè Ìàéåðà,f (r) = exp(���(r)/�)� 1,è �óíêöèè �è è �óâåðà,�f (r) = 1 + f (r).Ñîãëàñíî (2)�(5), g(r) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíàâ âèäåg(jq1 � q2j) == V 2 RV exp(�U0/�) Q16i<j6N(1+f (jqi�qjj)dq3 . . . dqNRV exp(�U0/�) Q16i<j6N(1 + f (jq0i � q0j j)dq01 . . . dq0N ,ãäå U0 = X16i<j6N �0(jqi � qjj).Îñóùåñòâèì ðàçëîæåíèå g(r) â ðÿä òåîðèè âîç-ìóùåíèé. Òîãäàg(jq1 � q2j) = �f (jq1 � q2j)�g0(jq1 � q2j) ++ � ZV f (jq1 � q2j)�F03 (q1, q2, q3)�� g0(jq1 � q2j)g0(jq1 � q3j)�dq3 ++ � ZV f (jq2 � q3j)�F03 (q1, q2, q3)�� g0(jq1 � q2j)g0(jq2 � q3j)�dq3 +

+ �22 ZV f (jq3 � q4j)�F04 (q1, q2, q3, q4)� F03 (q1, q3, q4)�� F03 (q2, q3, q4)� g0(jq1 � q2j)g0(jq3 � q4j) ++ 2g0(jq3 � q4j)�dq3 dq4 + . . .�. (6)Çäåñü �= N/V . Â íàñòîÿùåå âðåìÿ õîðîøî èçâåñòíàëèøü �óíêöèÿ g0(r) äëÿ áàçîâîé ñèñòåìû. Ïðè âû-÷èñëåíèè F03 è F04 íåîáõîäèìî ââåñòè àïïðîêñèìà-öèþ. Ìû âûáèðàåì îáîáùåííîå ñóïåðïîçèöèîííîåïðèáëèæåíèå, ò. å. âûðàæàåì �óíêöèè F0s (s > 2)÷åðåç �óíêöèè g0 . Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâûå �óíêöèè�0s = exp(Us/�)g0s .Òîãäà ïðåäëàãàåìàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðèìåò âèä�03(q1, q2, q3) = 1+ �02 (q1, q2) + �02(q2, q3) + �02(q1, q3) ++���02(q1, q2)�02(q1, q3) + �02(q1, q2)�02 (q2, q3) ++ �02(q1, q3)�02 (q2, q3)�+ ��02(q1, q2)�02 (q2, q3)�02(q1, q3),�04(q1, q2, q3, q4) = 1+�02 (q1, q2)+�02 (q1, q3)+�02 (q1, q4)++ �02(q2, q3) + �02(q2, q4) + �02(q3, q4) ++���02(q1, q2)�02(q1, q3) + �02(q1, q2)�02 (q1, q4) ++ �02(q1, q2)�02(q2, q4) + �02 (q1, q2)�02(q3, q4) ++ �02(q1, q3)�02(q1, q4) + �02 (q1, q3)�02(q2, q4) ++ �02(q1, q3)�02(q3, q4) + �02 (q1, q4)�02(q2, q3) ++ �02(q1, q4)�02(q2, q4) + �02 (q1, q4)�02(q3, q4) ++ �02(q2, q3)�02(q2, q4) + �02 (q2, q3)�02(q3, q4) ++ �02(q2, q4)�02(q3, q4)�++ ���02(q1, q2)�02(q1, q3)�02(q1, q4) ++ �02 (q1, q2)�02(q1, q3)�02(q2, q4) ++ �02 (q1, q2)�02(q1, q3)�02(q3, q4) ++ �02 (q1, q2)�02(q1, q4)�02(q2, q4) ++ �02 (q1, q2)�02(q1, q4)�02(q3, q4) ++ �02 (q1, q2)�02(q2, q3)�02(q2, q4) ++ �02 (q1, q2)�02(q2, q3)�02(q3, q4) ++ �02(q1, q2)�02 (q2, q4)�02(q3, q4)�+ . . . ++ �02(q1, q2)�02 (q1, q3)�02(q1, q4)�02(q2, q3)�� �02(q2, q4)�02 (q3, q4). (7)Çäåñü �,�, . . . ,  � íå çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàòâåëè÷èíû. Îíè âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî-áû îáåñïå÷èòü òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñîãëàñîâàííîñòüïîëó÷àåìûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå ó÷åñòüâñþ èìåþùóþñÿ èí�îðìàöèþ îá àñèìïòîòè÷åñêèõñâîéñòâàõ ýòèõ óðàâíåíèé. Äàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ8 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3



16 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3àíàëîãè÷íà ¾ìîñòîâîé �óíêöèè¿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ Ïåðêóñà�Éåâèêà è ãèïåðöåïíîãî ïðèáëèæå-íèÿ [4, 10�11℄.Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (6) äàåò âîçìîæ-íîñòü â ïðèáëèæåíèè (7) âû÷èñëèòü äâóõ÷àñòè÷íóþ�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿäòåîðèè âîçìóùåíèé.Â êà÷åñòâå áàçîâîé âûáèðàåì ñèñòåìó ñ ïîòåíöè-àëîì âçàèìîäåéñòâèÿ òèïà Âèêà�×àíäëåðà�Àíäåð-ñîíà, íî â êà÷åñòâå òî÷êè ðàçáèåíèÿ r0 áåðåì íåçíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì ïîòåíöèàë äîñòèãàåò ìèíèìó-ìà, à òî çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì òâåðäàÿ �àçà, ïðè-ìûêàþùàÿ ê �àçîâîé äèàãðàììå æèäêîñòè, èìååòìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ-÷åòû, ýòî ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò ñõîäèìîñòü ðÿäîâòåîðèè âîçìóùåíèé.Ñêîðîñòü çâóêàÑêîðîñòü çâóêà â îäíîðîäíîé �àçå îïðåäåëÿåòñÿñîîòíîøåíèåì [12℄ =s� ����m�S, (8)ãäå �m � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü. Â �îðìóëå (8) ïðî-èçâîäíóþ ïðè ïîñòîÿííîé ýíòðîïèè S ìîæíî ñâå-ñòè ê ïðîèçâîäíîé ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå T[12, 13℄  =sCpCv � ����m�T . (9)Çäåñü Cp è Cv � òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîìäàâëåíèè è îáúåìå ñîîòâåòñòâåííî. Ñîîòíîøåíèå =Cp/Cv ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê [14℄ = 1+ T � ���T �2T�� ���V �T Cvk . (10)Òîãäà èç (8), (9) è (10) èìååì =vuuuut 1m0 ��p���T + �m0�2 � �p�T �2vCv . (11)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè ñêîðîñòè çâóêà è äâóõ÷à-ñòè÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ó÷òåì, ÷òî�����p�T = 1+ 4��1Z0 (g(r)� 1)r2 dr. (12)Êðîìå òîãî, èç âûðàæåíèÿ äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèèU = 32N�+ 2�N�1Z0 �(r)g(r)r2 dr (13)

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòî-ÿííîì îáúåìåCv = 32Nk+ 2�N�1Z0 �g(r)�T r2 dr. (14)Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ â âèäåp= ��� 2��3 1Z0 �0(r)g(r)r3 dr, (15)èìååì� �p�T �v = k�� 2��3 1Z0 �0(r)�g(r)�T r3 dr. (16)Ñîîòíîøåíèÿ (12)�(16) ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ îïðå-äåëèòü âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè çâóêà â çàâèñè-ìîñòè îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñîãëàñ-íî (11). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñêîðîñòü çâóêà ïîçâîëÿåòñóäèòü î ïîâåäåíèè ðàäèàëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäå-ëåíèÿ ñèñòåìû.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè çâóêàâ àðãîíå îò äàâëåíèÿ. Íåïîñðåäñòâåííî âèäíî õîðî-øåå ñîâïàäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ (êâàäðàòû) [15℄è òåîðåòè÷åñêèõ äàííûõ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ).
�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè çâóêà â àðãîíå îòäàâëåíèÿ

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè çâóêà â àçîòå îòäàâëåíèÿ
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