
22 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3ÓÄÊ 621.372.8�ÀÑ×ÅÒ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈß Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎ�ÎÊÈ�ÀËÜÍÎ�Î ÂÎËÍÎÂÎÄÀ ÌÅÒÎÄÎÌ ÑÌÅØÀÍÍÛÕÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÀ.Í. Áîãîëþáîâ, Í.À. Ìîñóíîâà(êà�åäðà ìàòåìàòèêè)�àññìîòðåíî ðåøåíèå çàäà÷è î íàõîæäåíèè ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïðÿìî-óãîëüíîì êèðàëüíîì âîëíîâîäå ìåòîäîì ñìåøàííûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîêàçàíî,÷òî äàííûé ìåòîä èìååò õîðîøóþ òî÷íîñòü è ìîæåò ý��åêòèâíî ïðèìåíÿòüñÿ äëÿðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷.ÂâåäåíèåÈíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ðàäèîýëåêòðîííîé ïðî-ìûøëåííîñòè ñäåëàëî àêòóàëüíûì âñåñòîðîííååèçó÷åíèå ñâîéñòâ âåùåñòâ, ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþ-ùèõ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè. Îäíîé èç ãðóïïòàêèõ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ìàòåðèàëîâ ÿâèëèñüêèðàëüíûå ñðåäû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñîâîêóï-íîñòü êîìïîçèöèîííî ðàñïîëîæåííûõ â äèýëåêòðè-÷åñêîé ñðåäå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÷àñòèö çåðêàëü-íî-àñèììåòðè÷íîé �îðìû.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ðàçâèòûé ìàòåìà-òè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãîèññëåäîâàíèÿ êèðàëüíûõ ñðåä [1℄. Íàïðèìåð, äëÿ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîëíîâåäóùèõ ñèñòåìñ êèðàëüíûì çàïîëíåíèåì øèðîêî èñïîëüçóþòñÿìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðîåêöèîííûõ àëãîðèòìàõ,â ÷àñòíîñòè ìåòîä �àëåðêèíà [2℄. Â ãîðàçäî ìåíüøåéñòåïåíè èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íàìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé â ïðÿìîé è âàðèàöè-îííûõ ïîñòàíîâêàõ (ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèåìåòîäà ñìåøàííûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ê ðàñ÷åòóïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà, çàïîëíåííîãî êèðàëüíîéñðåäîé.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé âîëíîâîä ñî ñòîðî-íàìè a è b , çàïîëíåííûé êèðàëüíîé ñðåäîé. Ïîëåâ òàêîì âîëíîâîäå â îòñóòñòâèå òîêîâ è çàðÿäîâ äëÿñòàöèîíàðíîé çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíå-íèé Ìàêñâåëëà (rotH =�ikD,rotE = ikB, (1)ãäå H,E � âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíî-ãî è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, D,B � ýëåêòðè÷åñêàÿè ìàãíèòíàÿ èíäóêöèè, k = !/
 .Ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ êèðàëüíîé ñðåäû âîçü-ìåì â íàèáîëåå îáùåì âèäåD = a11E+ a12H, B = a21E + a22H (2)


 ãðàíè÷íûì óñëîâèåìE� n���
 = 0. (3)Íà ñàìîì äåëå ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (2)îïèñûâàåòñÿ áîëåå îáùèé êëàññ ñðåä, íàçûâàåìûõáèèçîòðîïíûìè. Â ýòîé ðàáîòå áóäåì ïðåäïîëàãàòü,÷òî ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ (2) íåâûðîæäåíà, êî-ý��èöèåíòû a12 è a21 ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî ñî-ïðÿæåííûìè, êîý��èöèåíò a11 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéäèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, a22 � ìàã-íèòíóþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ êèðàëüíîé ñðåäû.Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ñèñòåìû âäîëü îñè z ìîæíîçàïèñàòü E(x, y, z) = E(x, y)e
z , ãäå 
 � ïîñòîÿííàÿðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî êèðàëüíîãî âîëíî-âîäà. Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) ìîæíî ïåðåïè-ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:rot
H =�ika11E� ika12H, (4)rot
 E = ika21E + ika22H, (5)ãäårot
 X = ��Xz�y � 
Xy� ex ++�
Xx � �Xz�x � ey +��Xy�x � �Xx�y � ez.Âûðàçèâ H èç óðàâíåíèÿ (5) è ïîäñòàâèâ â (4),ïîëó÷èì çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêî-ãî ïîëÿ E ñëåäóþùåãî âèäà:rot
 1a22 rot
 E� ik rot
 a21a22E+ ika12a22 rot
 E�� k2a11E+ k2a12a21a22 E = 0. (6)Óìíîæèì (6) ñêàëÿðíî ñïðàâà íà �E� èç òîãîæå ïðîñòðàíñòâà, ÷òî è E , ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåéîáëàñòè, ó÷òåì ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå (6)ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:Z
 1a�22 (rot
 �E�, rot
 E) dS� Z
 ika�21a�22 (rot
 �E�,E)dS+
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 ika12a22 (rot
 E, �E�)dS� Z
 k2a11(E, �E�)dS++ Z
 k2a12a21a22 (E, �E�)dS = 0. (7)Èëè â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè, ïðèâîäÿ ÷ëåíû ïðèîäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ 
 ,Z
 
2� 1a�22Ey �Ey + 1a�22Ex �Ex�dx dy++ Z
 
�� 1a�22 ��Ez�y Ey � 1a�22 �Ey �Ez�y � 1a�22 ��Ez�x Ex �� 1a�22 �Ex �Ez�x + ika�21a�22 �EyEx � ika�21a�22 �ExEy �� ika12a22Ey �Ex + ika12a22Ex �Ey�dx dy++ Z
� 1a�22 ��Ez�y �Ez�y + 1a�22 ��Ez�x �Ez�x + 1a�22 ��Ey�x �Ey�x �� 1a�22 ��Ex�y �Ey�x � 1a�22 ��Ey�x �Ex�y + 1a�22 ��Ex�y �Ex�y �� ika�21a�22 ��Ez�y Ex + ika�21a�22 ��Ez�x Ey + ika�21a�22 ��Ex�y Ez �� ika�21a�22 ��Ey�x Ez + ika12a22 �Ez�y �Ex � ika12a22 �Ez�x �Ey ++ ika12a22 �Ey�x �Ez � ika12a22 �Ex�y �Ez � k2 �a22Ex �Ex �� k2 �a22Ey �Ey � k2 �a22Ez �Ez�dx dy = 0. (8)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íåëèíåéíóþ çàäà÷ó íàñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âèäà
2AX+ 
BX+CX = 0. (9)�åøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì ñìåøàííûõêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâÏðè ðàñ÷åòå âîëíîâåäóùèõ ñèñòåì ìåòîäîì îáû÷-íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íå âñå ïîëó÷àåìûå ðåøå-íèÿ èìåþò �èçè÷åñêèé ñìûñë è ñîîòâåòñòâóþò ðå-àëüíî ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ ìîäàì. Äëÿ óñòðàíåíèÿ�èêòèâíûõ ðåøåíèé, íàçûâàåìûõ ÷àñòî ¾äóõàìè¿,ïðèìåíÿþò ñëåäóþùèå ïîäõîäû:� àïîñòåðèîðíûé � èñòèííûå ìîäû îòäåëÿþò îò�èêòèâíûõ ïîñëå ïðîöåññà âû÷èñëåíèé;� àïðèîðíûé � èñïîëüçóþòñÿ òàêèå ïîñòàíîâêèçàäà÷, ïðè êîòîðûõ �èêòèâíûå ðåøåíèÿ íå âîçíèêà-þò.Îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ áîðüáûñ íå�èçè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçî-âàíèå â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñìåøàííûõ

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [3℄. Ýòèì è îáóñëîâëèâàåòñÿâûáîð äàííîãî ìåòîäà äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ìàòðèöA,B,C â çàäà÷å (9).�àçëîæèì ïîëÿ ïî áàçèñíûì �óíêöèÿìEx =Xij ExijNj(y)pi,i+1(x), (10)Ey =Xij EyijNi(x)pj,j+1(y), (11)Ez =Xij EzijNi(x)Nj(y), (12)ãäå Nk(�) =8><>:�k+1� ��� , � 2 (�k, �k+1),�� �k�1�� , � 2 (�k�1, �k),pk,k+1(�) =(1, � 2 (�k, �k+1),0, � /2 (�k, �k+1), k= i, j, � = x, y.Ïîäñòàâèì (10)�(12) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (8), òî-ãäà ïîëó÷åííûå èíòåãðàëû ïåðåêðûòèÿ áóäóò èìåòüïðîñòîé âèä è ìîãóò áûòü ëåãêî ðàññ÷èòàíû ÷èñ-ëåííî.Íåëèíåéíóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (9),ãäå X = fE1x E2x . . . E1y . . . E1z . . .gT , T � çíàêòðàíñïîíèðîâàíèÿ, Eik � çíà÷åíèå k-é êîìïîíåíòûïîëÿ â i -ì óçëå, k = (x, y, z), ñâåäåì ê ëèíåéíîé,ââåäÿ äîïîëíèòåëüíûé íåèçâåñòíûé ñîáñòâåííûéâåêòîð Y = 
X . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì çàäà÷ó âèäà 0 1�C �B! XY!= 
 1 00 A! XY! . (13)Çàäà÷à (13) � ýòî îáîáùåííàÿ çàäà÷à íà ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ DZ = 
GZ . Îíà ðåøàåòñÿ îáðà-ùåíèåì ìàòðèöû G , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîéâñëåäñòâèå âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A. ×òîáû èç-áåæàòü ýòîãî, ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ � = 1/
 ,òîãäà ìàòðèöû C è A ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè: 0 1�A �B! XY!= 
 1 00 C! XY! , (14)ïðè÷åì ìàòðèöà C � íåâûðîæäåííàÿ, ÷òî âèäíîèç ïîñòàíîâêè çàäà÷è, è, ñëåäîâàòåëüíî, â çàäà÷åíà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îáå ìàòðèöû ñòàíîâÿòñÿíåâûðîæäåííûìè.Óñëîâèÿ äëÿ êîìïîíåíò ïîëåé â ãðàíè÷íûõ óçëàõó÷òåì ÿâíî.×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÄëÿ çàïîëíåíèÿ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö A,B,Cè íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 
 áûë ðàç-ðàáîòàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì íà ÿçûêå FOR-TRAN. Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è ïðîâîäèëèñü12 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3



24 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3ðàñ÷åòû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðà-íåíèÿ ïåðâîé ìîäû äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà(a11 = a22 = (1., 0.) , a12= a21 = (0., 0.)) äëÿ ðàçëè÷-íûõ çíà÷åíèé âîëíîâûõ ÷èñåë. �åçóëüòàòû ñðàâíè-âàëèñü ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Èçâåñòíî, ÷òîñîáñòâåííûå �óíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ïîëå âîëíûTE (Ez = 0) â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå, èìåþòâèä Amn 
os ��ma x� 
os ��nb y� , à ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ �mn =q�2m2a2 + �2n2b2 . Oäíî èç äâóõ ÷èñåë m è nìîæåò áûòü ðàâíî íóëþ. Âîëíà òèïà TE10 ÿâëÿåòñÿîñíîâíîé âîëíîé ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà (èìååòíàèáîëüøóþ êðèòè÷åñêóþ äëèíó âîëíû).Â ïðîãðàììå ðàññ÷èòûâàëèñü çíà÷åíèÿ ïîñòî-ÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ � = rk2� �2 �m2a2 + n2b2�(
 = i� ).Âñå ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü äëÿ 16 ýëåìåíòîâ. Èçðèñ. 1 âèäíî, ÷òî óæå äëÿ âûáðàííîãî ÷èñëà ýëåìåí-òîâ äîñòèãàåòñÿ õîðîøàÿ òî÷íîñòü.

�èñ. 1. Äèñïåðñèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ îñíîâíîéìîäû TE10 ïðÿìîóãîëüíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî âîë-íîâîäàÁûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ äëÿ íàõîæäå-íèÿ ïîñòîÿííûõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ êèðàëüíîãî ïðÿ-ìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðûõáûëè ïîñòðîåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå, îäíà èçêîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.
�èñ. 2. Äèñïåðñèîííàÿ äèàãðàììà ïðÿìîóãîëü-íîãî âîëíîâîäà ñ êèðàëüíûì çàïîëíåíèåì.a11 = a22 = (1., 0.) , a12 = a�21 = (0.0, 0.001). Ïóíê-òèðíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò TM11 ìîäå â íåêè-ðàëüíîì ñëó÷àåÂèäíî, ÷òî êèðàëüíàÿ ìîäà, ó êîòîðîé ñóùå-ñòâóþò TM- è TE-àíàëîãè â íåêèðàëüíîì ñëó÷àå,ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå âåòâè ñ ðàçëè÷íûìè ïîñòîÿí-íûìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ. ×àñòîòû îòñå÷êè äëÿ äâóõ

âåòâåé � îäèíàêîâûå. Ýòî ÿâëåíèå íîñèò íàçâàíèåáè�óðêàöèè ìîä. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÷àñòîòû îòñå÷-êè â êèðàëüíîì ñëó÷àå ìåíüøå, ÷åì â íåêèðàëüíîì.Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàëîñü âëèÿíèå ãåîìåòðè-÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âîëíîâîäà íà çíà÷åíèå ïîñòîÿí-íîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïåðâîé íåâûðîæäåííîé ìîäû.Îêàçàëîñü, ÷òî ðàçìåð ñòîðîí âîëíîâîäà âëèÿåò íàçíà÷åíèå ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåçíà÷èòåëü-íî. Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿïàðàìåòðà êèðàëüíîñòè 0.001 è âîëíîâîãî ÷èñëà 10.Ñòîðîíà b áûëà ðàâíà 100 âî âñåõ ðàñ÷åòàõ.Çàâèñèìîñòü ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ îò äëèíûñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäàN a �1 1 9.92 10 9.83 100 9.94 200 9.95 300 9.96 400 10.0Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïî ñòàáè-ëèçàöèè çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ áûëïîëó÷åí â ðàáîòå [2℄ ìåòîäîì �àëåðêèíà.Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ñìåøàííûõêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò ý��åêòèâíî ïðèìåíÿòü-ñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà ñ êèðàëü-íûì çàïîëíåíèåì. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî óæå äëÿ16 êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äîñòèãàåòñÿ õîðîøàÿ òî÷-íîñòü. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà óäàåòñÿ âûÿâèòüîñíîâíûå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè êèðàëüíûõ âîë-íîâîäîâ.Íàïèñàííàÿ íà ÿçûêå FORTRAN ïðîãðàììà äëÿðàñ÷åòà ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðÿìîóãîëüíî-ãî êèðàëüíîãî âîëíîâîäà ïîçâîëÿåò âåñòè ðàñ÷åò íåòîëüêî äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà êèðàëü-íîñòè, íî è äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ áèèçîòðîïíûõñðåä.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò 06.01.00146).Ëèòåðàòóðà1. Áîãîëþáîâ À.Í., Ìîñóíîâà Í.À., Ïåòðîâ Ä.À. //Æóðí. ðàäèîýëåêòðîíèêè �ÀÍ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìå-òîäû â çàäà÷àõ ðàäèîýëåêòðîíèêè. 2005. � 7. Ñ. 1(http://jre.
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