
56 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 4ÓÄÊ 551.555.9 ÎÁÙÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÎÄÅËÅÉ �ÅÎÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÉ�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÈÊ.Â. Ïîêàçååâ, Â.�. Áàéäóëîâ, Ì.Ï. Âàñèëüåâ(êà�åäðà �èçèêè ìîðÿ è âîä ñóøè)Èçó÷åíî âëèÿíèå óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé, èñïîëüçóåìûõ â ìîäåëÿõ ãåî�è-çè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè, íà îáùèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, à òàêæåíà îñíîâíûå �èçè÷åñêèå ïðèíöèïû, ïîëîæåííûå â îñíîâó ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.Àíàëèç îáùèõ ñâîéñòâ ìîäåëåé äîïîëíåí ðàçáîðîì îñîáåííîñòåé, êîòîðûå âíîñèòñòðàòè�èêàöèÿ â ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ìîäåëåé. Èññëåäîâàíû âîç-ìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé â âèäå êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî ðÿäà Ôóðüåâ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.Â ñèëó ìàëîñòè ìíîãèõ ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ,îòâå÷àþùèõ çà îòäåëüíûå àñïåêòû ãåî�èçè÷åñêèõòå÷åíèé, â áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé àíàëèç �è-çè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-åì òîëüêî íåáîëüøîãî ÷èñëà äèíàìè÷åñêèõ �àêòî-ðîâ (ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè èäåàëüíîé æèäêîñòè,ó÷èòûâàþòñÿ ý��åêòû ïëàâó÷åñòè è/èëè âðàùå-íèÿ, ñâîéñòâà ãåî�èçè÷åñêèõ òå÷åíèé àíàëèçèðóþò-ñÿ ñ ïîìîùüþ óñòàíîâèâøèõñÿ âîëí è ñòàöèîíàðíûõìîäåëåé). Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîêàçàíî, ÷òî,íåñìîòðÿ íà ìàëîñòü ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ, ñâîé-ñòâà òå÷åíèé, îïèñûâàåìûõ áëèçêèìè ìîäåëÿìè,ìîãóò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ èëè ñîâïàäàòü â çà-âèñèìîñòè îò âûáðàííîãî äèàïàçîíà ïðîñòðàíñòâåí-íî-âðåìåííîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿàêòóàëüíîé çàäà÷à èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðíîé óñòîé÷è-âîñòè êàê îáùèõ ñâîéñòâ �èçè÷åñêèõ ìîäåëåé, òàêè îòäåëüíûõ òå÷åíèé èëè íåêîòîðûõ èõ ýëåìåíòîâïî îòíîøåíèþ ê âûáîðó îïðåäåëÿþùèõ �àêòîðîâìîäåëè. �àáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðîëè óïðî-ùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé, èñïîëüçóåìûõ â ìîäåëÿõãåî�èçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè, è èõ âëèÿíèþ íà îñ-íîâíûå �èçè÷åñêèå ïðèíöèïû, ïîëîæåííûå â îñíîâóìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, è îñîáåííîñòè ðåøåíèé.Ñèììåòðèè îáùèõ óðàâíåíèé ãåî�èçè÷åñêèõòå÷åíèé. Äëÿ íåñæèìàåìîé ñòðàòè�èöèðîâàííîéæèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì âðàùåíèÿ Çåìëè ñ óãëîâîéñêîðîñòüþ 
 , âÿçêîñòè è äè��óçèè èìåþò âèä [1�3℄ut + (ur)u =�rP + ��u+ Sg � 2
� u,St + (ur)S = ��S, div u= 0. (1)Çäåñü u = (u, v,w) � ñêîðîñòü, S � êîíöåíòðàöèÿïðèìåñè, P � äàâëåíèå, îòíåñåííîå ê åäèíè÷íîéïëîòíîñòè, 
 = 
ez � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿÇåìëè, 
� u = 
(�exv + eyu), g � óñêîðåíèå ñâî-áîäíîãî ïàäåíèÿ, � è � � êîý��èöèåíòû êèíåìàòè-÷åñêîé âÿçêîñòè è äè��óçèè ñîëè ñîîòâåòñòâåííî.Ñèììåòðèè ìîäåëåé ñ�åðè÷åñêîé è ïëîñ-êîé Çåìëè. Â ãåî�èçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå èñ-

ïîëüçóþòñÿ äâå îñíîâíûå ìîäåëè: ãëîáàëüíàÿ, êî-ãäà òå÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò íà ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèèâ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîì ïîëå ñèëû òÿæåñòèg = �ger , è ëîêàëüíûå â ïðèáëèæåíèè ïëîñêîéÇåìëè è îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè g = �gez . Îä-íàêî êðîìå åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèé î òîì, ÷òîâûáîð ìîäåëè äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ó÷åòîì ìàñ-øòàáà òå÷åíèé, äåòàëüíîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ñâîéñòâìîäåëåé äî ñèõ ïîð íå ïðîâîäèëîñü. Âòîðûì ðàñ-ïðîñòðàíåííûì ïðèáëèæåíèåì ãèäðîäèíàìèêè íåîä-íîðîäíûõ ñðåä ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå Áóññèíåñêà.Âåëè÷èíà ý��åêòîâ ïëàâó÷åñòè îáû÷íî õàðàêòåðè-çóåòñÿ ìàñøòàáîì ñòðàòè�èêàöèè � = (d ln �/dz)�1è ÷àñòîòîé ïëàâó÷åñòè N = pg/� . Ïðè çàïèñèñèñòåìû (1) ó÷òåíî, ÷òî ñòðàòè�èêàöèÿ îáû÷íîÿâëÿåòñÿ ñëàáîé è èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè çà ñ÷åòêîíöåíòðàöèè ïðèìåñè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âñþäó,êðîìå ÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïà-äåíèÿ. Ïðè ïåðåõîäå ê èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèéäâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïåðâîå óðàâíåíèåñèñòåìû (1) äîëæíî áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå [1, 3℄ut + (ur)u =� 1�(S)rP + ��u+ g � 2
� u. (2)Åñòåñòâåííûì ñðåäñòâîì àíàëèçà îáùèõ ñâîéñòâ�èçè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå ãðóï-ïû. Â ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ïîëå ñèëû òÿ-æåñòè g = �ger (x = r sin � os' , y = r sin � sin' ,z = r os �) ñ îñüþ âðàùåíèÿ Oz ãðóïïà ñèììåò-ðèè ïîðîæäàåòñÿ ãåíåðàòîðàìè, îòðàæàþùèìè òà-êèå �óíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà �èçè÷åñêèõ ñèñòåì,êàê îäíîðîäíîñòü âðåìåíè X1 = �t (âðåìåííûå ñäâè-ãè); âçàèìîñâÿçü ìåæäó äàâëåíèåì è êîíöåíòðàöèåéïðèìåñè X2 = �S � gr�P , ñâîáîäó âûáîðà äàâëåíèÿñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè âðåìåíèX� = �(t)�P . Ýòè ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿâñåõ âûøåïðèâåäåííûõ ìîäåëåé. Êðîìå òîãî, íåçà-âèñèìî îò èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåíèÿ Áóññèíåñêàãëîáàëüíûå ìîäåëè ãåî�èçèêè îáëàäàþò ñèììåòðèåé



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 4 57ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè Y1 = �'(ïîâîðîòû âîêðóã îñè Oz).Îñòàëüíûå ñâîéñòâà ñ�åðè÷åñêîé è ïëîñêîé ìî-äåëåé ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ. Â ñèëó öåíòðàëü-íîé ñèììåòðèè ïîëÿ òÿãîòåíèÿ ãëîáàëüíûå ìîäåëèâ ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà îáëàäàþò â íåèíåðöè-àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èçîòðîïèåé ïðîñòðàíñòâàîòíîñèòåëüíî îñåé O�x è O�y , âðàùàþùèõñÿ âìåñòåñ Çåìëåé ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ 
 , ãåíåðàòîðû ãðóïïïðåîáðàçîâàíèé èìåþò âèäîñü O�y: Y2 =�2 os �'�# +2tg # sin �'�' ++2 sin �'�r
+ 1sin#w��u ++2�r
 os# os �'� 1sin#u sin �'� �w ++ (r
)2 sin 2# os �'�P ,îñü O�x: Y3 = 2 sin �'�# + 2tg # os �'�' ++ os �'�r
+ 2sin#w� �u ���r
 os# sin �'+ 2sin#u os �'� �w �� (r
)2 sin 2# sin �'�P . (3)Çäåñü �' = ' + 
t , r sin � sin �' = �y = inv,r sin � os �'= �x = inv.Ìîäåëè ïëîñêîé Çåìëè â ñèëó äåéñòâèÿ äâóõîäíîðîäíûõ ïîëåé ñèë Êîðèîëèñà è òÿæåñòè â ðàç-íûõ íàïðàâëåíèÿõ íå äîïóñêàþò ñâîéñòâ èçîòðîïèèïðîñòðàíñòâà âîîáùå, ÷òî �èçè÷åñêè íå îïðàâäàíî.Èñïîëüçîâàíèå ïîñòîÿííîãî ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿñèëû òÿæåñòè óâåëè÷èâàåò ÷èñëî ñèììåòðèé ëîêàëü-íûõ ìîäåëåé çà ñ÷åò äðóãîãî îñíîâíîãî �èçè÷åñêîãîïðèíöèïà � ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè �àëèëåÿ,ðàñøèðåííîãî çà ñ÷åò âñåõ ïîñòóïàòåëüíî äâèæó-ùèõñÿ ñèñòåì êîîðäèíàò.X� = �(t)�x + 
�(t)�u � (��(t)x+ 
�(t)
y)�P ,X� = �(t)�y + 
�(t)�v � (��(t)y� 
�(t)
x)�P ,X� = �(t)�z +
�(t)�w � ��(t)z�P , (4)ãäå �(t), �(t) è �(t) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèèâðåìåíè, �èçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå êîòîðûõ � çàêîíäâèæåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî èñõîä-íîé â íàïðàâëåíèÿõ x, y è z ñîîòâåòñòâåííî.Ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ �óíêöèé �, � è �ãåíåðàòîðû (4) ïåðåõîäÿò â ãåíåðàòîðû ãðóïï ïðî-ñòðàíñòâåííûõ ñäâèãîâ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ �àëèëåÿñòàíäàðòíîãî âèäà ñëåäóþò èç (4) ïðè ëèíåéíîéçàâèñèìîñòè ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé îò âðåìåíè.Íåñìîòðÿ íà íåïîòåíöèàëüíûé õàðàêòåð ñèë Êî-ðèîëèñà, ñèëû èíåðöèè, âîçíèêøèå ïðè ïåðåõîäåâ íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, íå ìåíÿþòâèäà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, à ïðèâîäÿò ëèøü ê ïåðå-íîðìèðîâêå äàâëåíèÿ. Ýòîò ý��åêò àíàëîãè÷åí ïå-

ðåõîäó îò ïîëíîãî äàâëåíèÿ è ñîëåíîñòè ê äèíàìè-÷åñêèì ïåðåìåííûì çà ñ÷åò âçàèìíîé êîìïåíñàöèèãèäðîñòàòè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ.Ìîäåëè ñî ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì ïîëåì ñè-ëû òÿæåñòè îçíà÷àþò �èêñàöèþ ïîëîæåíèÿ íà÷àëàîòñ÷åòà, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå ñèììåòðèé, ñâÿçàí-íûõ ñ îäíîðîäíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà. Äîïîëíèòåëü-íîé ñèììåòðèåé â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ìîäè�è-öèðîâàííàÿ çà ñ÷åò ý��åêòîâ âðàùåíèÿ ñèììåòðèÿàâòîìîäåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ãåíåðàòîðîìZ1 = 2t�t+r�r�2
t�'�v�v�u�u�(2
r sin#+w)�w�� 3S�S � 2(P + r2
2 sin2 #)�P . (5)Ñèììåòðèÿìè àâòîìîäåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îá-ëàäàþò ìíîãèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, è îíèøèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðå-øåíèé. Â ñëó÷àå ïëîñêîé ãåîìåòðèè ïðèñóòñòâèåâðàùåíèÿ äåëàåò íåâîçìîæíûì íàëè÷èå ó ìîäåëèëþáûõ ñèììåòðèé ðàñòÿæåíèÿ.Ïîëíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ïðèáëèæåíèåÁóññèíåñêà. Îñîáåííîñòè, âíîñèìûå ïðèáëèæåíè-åì Áóññèíåñêà â ãåî�èçè÷åñêèå ìîäåëè, èçó÷àëèñüíà ïðèìåðå óðàâíåíèé ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêî-ñòè, çàïèñàííûõ â îòñóòñòâèå ñèë Êîðèîëèñà äëÿîäíîðîäíîãî ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè (óðàâíåíèÿ (1) è (2)ïðè 
 = 0). Ïîñêîëüêó ïîëíûé ñïèñîê ñèììåòðèéóðàâíåíèé ñòðàòè�èöèðîâàííûõ òå÷åíèé ïðèâåäåíâ ðàáîòå [4℄, îòìåòèì çäåñü òîëüêî íàèáîëåå ñóùå-ñòâåííûå èçìåíåíèÿ, âíîñèìûå ïðèáëèæåíèåì Áóñ-ñèíåñêà.Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé îáùèõ óðàâíåíèé íåñæè-ìàåìîé ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè (2) ÿâëÿåòñÿòî÷íîå ñëåäîâàíèå ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè �àëè-ëåÿ áåç âîçìîæíîñòè åãî ðàñøèðèòåëüíîãî òîëêîâà-íèÿ (4). Â ýòîì ñëó÷àå ãåíåðàòîðû ãðóïï ïðåîáðàçî-âàíèé ñîâïàäàþò ñ ãåíåðàòîðàìè óðàâíåíèé ãàçîâîéäèíàìèêè è èìåþò âèäX3,4,5 = t�xi + �ui , i = 1, 2, 3. (6)Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñøèðåíèå ñèììåò-ðèè (6) äëÿ óðàâíåíèé (1) ïðîèñõîäèò èç-çà ïðå-íåáðåæåíèÿ çàâèñèìîñòüþ ïëîòíîñòè îò ñîëåíîñòèâ ÷ëåíå, ñîäåðæàùåì äàâëåíèå, è, òàêèì îáðà-çîì, èç-çà ïðèäàíèÿ ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòèñâîéñòâà áàðîòðîïíîñòè, êîòîðûì îáëàäàþò äàëåêîíå âñå òå÷åíèÿ.Âòîðîé îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ïðèáëèæåíèÿ Áóñ-ñèíåñêà ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ðàçëè÷èÿ ìåæäóãðàâèòàöèîííîé è èíåðöèîííîé ìàññàìè. Ñëåäñòâèåýòîãî �àêòà � ïîÿâëåíèå àíèçîòðîïèè ïðè ïåðåõîäåâ ñâîáîäíî ïàäàþùóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Åñëèèñõîäíàÿ ìîäåëü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî òðåõãðóïï âðàùåíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíûõ(ñ ìîäè�èêàöèåé) ïëîñêîñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî:Y4 = y�x � x�y + v�u � u�v, (7)Y5,6 = �12gt2 + z� �xi � xi�z + (gt+w) �ui � ui�w,



58 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 4òî óðàâíåíèÿ (1) èíâàðèàíòíû òîëüêî ïî îòíîøåíèþê ïîâîðîòàì â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.Òàêèì îáðàçîì, è ïðèáëèæåíèå îäíîðîäíîãî ïîëÿñèëû òÿæåñòè, è ïðèáëèæåíèå Áóññèíåñêà âíîñÿòñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ â áàçèñíûå ñâîéñòâà ìî-äåëåé ãåî�èçè÷åñêèõ òå÷åíèé. Õîòÿ ñàì ïî ñåáåýòîò �àêò íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ îòêàçà îò èñ-ïîëüçîâàíèÿ óïðîùåííûõ ìîäåëåé ê ýêñòðàïîëÿöèèðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà èõ îñíîâå, ê ïðèðîä-íûì ñèñòåìàì äîëæíû ïðåäúÿâëÿòüñÿ ïîâûøåííûåòðåáîâàíèÿ. Ïðèâåäåííûé â ñëåäóþùåé ÷àñòè àíà-ëèç ÿâëÿåòñÿ äðóãèì ïðèìåðîì ñèíãóëÿðíîé çàâè-ñèìîñòè ñâîéñòâ ðåøåíèé îò ñëàáûõ ý��åêòîâ, íåâëèÿþùèõ íà ïîðÿäîê óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.Âëèÿíèå ñòðàòè�èêàöèè íà ðàçäåëåíèå ïå-ðåìåííûõ è ñâîéñòâà ðåøåíèé äâóìåðíûõ ñòà-öèîíàðíûõ óðàâíåíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàð-íûõ ðåøåíèé äëÿ òå÷åíèé ñ îòëè÷íîé îò íóëÿçàâèõðåííîñòüþ â îäíîðîäíîé æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿêëàññè÷åñêîé çàäà÷åé ãèäðîäèíàìèêè [5℄, íåêîòî-ðûå àñïåêòû àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé â òåîðèè âèõ-ðåâûõ òå÷åíèé îñòàþòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèéäî íàñòîÿùåãî âðåìåíè [6℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåíà ïðèìåðå ñòàöèîíàðíûõ äâóìåðíûõ óðàâíåíèéèäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ðàññìàòðèâàåò-ñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé âèõðåâûõ òå÷åíèéìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â öèëèíäðè÷åñêîéñèñòåìå êîîðäèíàò (r,'), èçó÷àåòñÿ ðàâíîìåðíîñòüïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îò ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäûê îäíîðîäíîé.Ïîëüçóÿñü èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ïîâî-ðîòîâ óðàâíåíèé èäåàëüíîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè,áóäåì èñêàòü ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è â âèäå ðàç-ëîæåíèé â ðÿä Ôóðüå ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé =Xn=0  n exp(in'). (8)Äëÿ èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóþòñÿäâà âèäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, çàïèñàííûõ â ïå-ðåìåííûõ ¾�óíêöèÿ òîêà � ñîëåíîñòü¿. Ïðè ýòîìóðàâíåíèå äëÿ ïåðåíîñà ïðèìåñèf '�r � r�'gS = 0 (9)ñðàçó áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ ïðîèíòåãðèðîâàííûìèñõîäÿ èç øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî ïðåäïîëîæå-íèÿ î ëèíåéíîé ñâÿçè �óíêöèè òîêà è ñòðàòè-�èöèðóþùåé êîìïîíåíòû S = S0 . Óðàâíåíèå äëÿçàâèõðåííîñòè ! = �� â îäíîì ñëó÷àå áóäåòîäíîêðàòíî ïðîèíòåãðèðîâàíî, à âî âòîðîì îñòàâ-ëåíî íåèçìåííûì. Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíèõ çàìå÷àíèéâûïèøåì äâà âèäà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ:f '�r � r�'g� + S0Fr[r os'�r � sin'�'℄ = 0,(10)� = F( ) + S0Frr sin', (11)

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, Fr � ÷èñëî Ôðóäà,� = �2r + r�1�r + r�2�2' � îïåðàòîð Ëàïëàñà â öè-ëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Â õîäå ðåøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé æèäêîñòè çàâèõ-ðåííîñòü áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ,÷òî â ñëó÷àå ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè âû-ïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè èç-çà íàëè÷èÿ äîïîëíè-òåëüíîãî ñëàãàåìîãî â óðàâíåíèè (11). Ïîñòîÿííàÿèíòåãðèðîâàíèÿ S0 âõîäèò â óðàâíåíèÿ (10) è (11)ðåãóëÿðíûì îáðàçîì òàê, ÷òî óðàâíåíèÿ îäíîðîäíîéæèäêîñòè ïðè îòñóòñòâèè äèññèïàöèè ïîëó÷àþòñÿèç óðàâíåíèé ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè ïðî-ñòûì îáðàùåíèåì S0 â íóëü.�åøåíèÿ óðàâíåíèé îäíîðîäíîé æèäêîñòè.Îäíî÷ëåííûå ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèå (10) äëÿ îä-íîðîäíîé æèäêîñòè ÿâíî íå ñîäåðæèò óãëîâóþ ïå-ðåìåííóþ è, ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòíî îòíîñè-òåëüíî ñäâèãîâ ïî ' , òîãäà ìîæíî èñêàòü ðåøåíèåâ âèäå ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ âèäà =  n(r) exp(in'). (12)Ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëåíèÿ (12) â (10) äëÿ ðàäèàëü-íîé ÷àñòè ðåøåíèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ(Ln n)rLn n =  n,r n èëè L+ n n =��2 n, (13)ãäå Ln = �2r + r�1�r � (n/r)2 , � � ïðîèçâîëüíàÿïîñòîÿííàÿ.Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà � ðåøåíè-ÿìè óðàâíåíèÿ (13) áóäóò �óíêöèè Áåññåëÿ öåëîãîïîðÿäêà äåéñòâèòåëüíîãî fJn(�r),Yn(�r)g , ìíèìîãîfKn(�r), In(�r)g è, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîãîàðãóìåíòà fH (1,2)n (�r)g . Â îòëè÷èå îò ëèíåéíûõóðàâíåíèé àðãóìåíò ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ðåøåíèéíåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (10) îêàçûâàåòñÿ çàâèñèìûìîò ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ � . Â ñèëó íåëè-íåéíîñòè ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé òåðÿåòîáùíîñòü, è äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ñîâ-ìåñòíîñòè óðàâíåíèÿ (10) ñ ëèíåéíûìè êîìáèíàöè-ÿìè ðåøåíèé (13), âçÿòûìè äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèéïàðàìåòðà n .Äâó÷ëåííûå ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé �óíê-öèé  =  n(r) exp(in') + m(r) exp(im'). (14)Òîãäà óñëîâèå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, êàê è ðàíåå,îãðàíè÷èâàåò âèä ðàäèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ðåøå-íèé (14) �óíêöèÿìè ÁåññåëÿLn n =��2 n è Lm m =��2 m, (15)à ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ðå-øåíèÿ, ó êîòîðûõ � = � .Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ, ñî-ñòîÿùèå èç ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ. Âîñ-ïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì (13), ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî ðåøåíèÿ, ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ìîä,



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 4 59îòâå÷àþò ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó çàâèõðåííîñòüþè �óíêöèåé òîêà (F( ) = ��2 â óðàâíåíèè (11).Ñâÿçÿì íåëèíåéíîãî òèïà (ñîáñòâåííî íåëèíåéíûìîñîáåííîñòÿì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé) îòâå-÷àåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå (8). Ïî-ñëå ïîäñòàíîâêè (8) â óðàâíåíèå (10) êîý��èöèåíòûðÿäà îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî, ïðè÷åì äëÿ íó-ëåâîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿóäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî (ñëåäñòâèå óñëîâèÿíåñæèìàåìîñòè äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è):n[ n(L0 0)r � 0,rLn n℄ == n�1Xm=1[(n�m) m,rLn�m n�m �m m(Ln�m n�m)r℄,n= 1, 2, 3, . . . . (16)Çäåñü  0(r) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ r .�åêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ (16) (óðàâíåíèÿ âòîðîãîïîðÿäêà) ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèå âèäà (8) îïðå-äåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé ïðîèçâîëüíîé �óíê-öèè, îñòàëüíûå ÷ëåíû ðÿäà ñóùåñòâåííî çàâèñÿòîò âûáîðà �óíêöèè  0 . Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü,÷òî ðåøåíèå âèäà (8) ïðåäñòàâëåíî �óíêöèåé  0 .Åñëè  0 ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé Áåññåëÿ, òî òîãäà ñíîâàñïðàâåäëèâà ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó çàâèõðåííîñòüþè �óíêöèåé òîêà.�åøåíèÿ óðàâíåíèé ñòðàòè�èöèðîâàííîéæèäêîñòè. �àññìîòðèì îñîáåííîñòè, âíîñèìûåâ âèõðåâûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ñèëàìèïëàâó÷åñòè, â ñëó÷àå, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñèñâÿçàíà ñ �óíêöèåé òîêà ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì.Â ñèëó âûäåëåííîãî ïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíîé îñèâîçìîæíî îäíîìîäîâîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ âèäà =  1(r) sin',ïîäñòàíîâêà êîòîðîãî â óðàâíåíèå (10) äàåòf 1�r � 1,rgL1 1 + S0Fr(r�r � 1) 1 = 0. (17)Ñðàâíåíèå óðàâíåíèÿ (17) ñ àíàëîãè÷íûì óðàâíå-íèåì äëÿ îäíîðîäíîé æèäêîñòè (15) ïîêàçûâàåò, ÷òîðåøåíèå (17) íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî �óíêöèÿìèÁåññåëÿ. Îäíàêî ó÷èòûâàÿ îñîáîå çíà÷åíèå, êîòîðîåèìååò ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ r äëÿ îïåðàòîðà óðàâíå-íèÿ (17), ðåøåíèå îïÿòü ìîæíî áûñòðî ïîñòðîèòü,èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå 1 = Ar + f1, (18)ãäå �óíêöèÿ f1(�r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (15)ïðè n = 1 ñ ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ � , A � ïî-ñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ. Ïîä-ñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (18) â óðàâíåíèå (17) ñ ó÷åòîìñâÿçè L1 1 =��2f1 äàåòA=�S0/ Fr�2.�åøåíèå (18) îòâå÷àåò ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäóçàâèõðåííîñòüþ, �óíêöèåé òîêà è êîíöåíòðàöèåé

ïðèìåñè, âûäåëåííàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü â �óíêöèè òî-êà èìååò ÿñíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë èñõîäíîé ñòðàòè-�èêàöèè, òîãäà f1 ïðèîáðåòàåò ñìûñë âîçìóùåíèÿ,êîòîðîå â ïðèáëèæåíèå Áóññèíåñêà ïðåäïîëàãàåòñÿìàëûì. Ïîñòðîåíèå ìíîãî÷ëåííûõ ðåøåíèé ìîæåòáûòü âûïîëíåíî íà îñíîâå îäíîêðàòíî ïðîèíòåãðè-ðîâàííîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (11), êîãäà â êà÷å-ñòâå F âûáðàíà ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ� =��2 + S0Frr sin'.Êàê è â ñëó÷àå îäíîðîäíîé æèäêîñòè, íåëèíåé-íûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèä-êîñòè ìîæíî èçó÷àòü òîëüêî íà îñíîâå áåñêîíå÷íîãî÷èñëà ãàðìîíèê, ò. å. ñ èñïîëüçîâàíèåì âñåãî ðÿäàÔóðüå. Ïåðåä ïîñòðîåíèåì ðåøåíèÿ èçó÷èì ñâîé-ñòâà ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (10). Çàìåíà ' ! �'è òðåáîâàíèå íåèçìåííîñòè îïðåäåëÿþùåãî óðàâ-íåíèÿ âûðàæàþò �èçè÷åñêè îáóñëîâëåííóþ ñèì-ìåòðèþ ¾âåðõ�íèç¿ ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè(óòîíóòü òàê æå òÿæåëî, êàê è âñïëûòü) êàê óñëîâèåíå÷åòíîñòè �óíêöèè òîêà  (�') = � ('). Äðóãàÿñèììåòðèÿ � ñèììåòðèÿ îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëü-íî îñè Oy íå ìåíÿåò âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ÷àñòèö æèäêîñòè, ñëåäñòâèåì ýòî �àêòà ÿâëÿåò-ñÿ ¾÷åòíîñòü¿ �óíêöèè òîêà îòíîñèòåëüíî çàìåíû'! ��' ,  (��') =  (') (ðèñ. 1). Èñïîëüçîâàíèåñâîéñòâ ñèììåòðèè ïîçâîëÿåò, íå ðåøàÿ çàäà÷ó,îïðåäåëèòü, ÷òî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå äîëæ-íî ïðîèçâîäèòüñÿ òîëüêî ïî ñèíóñàì (ñèììåòðèÿîòíîñèòåëüíî îñè Ox), áîëåå òîãî, îòëè÷íûìè îòíóëÿ áóäóò òîëüêî íå÷åòíûå ÷ëåíû ðÿäà (ñèììåòðèÿîòíîñèòåëüíî îñè Oy): = 1Xn=0  n sin((2n+ 1)'). (19)

Äèñêðåòíûå ñèììåòðèè ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèéñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòèÒàêèì îáðàçîì, íà ïðèìåðå ñòàöèîíàðíûõ äâó-ìåðíûõ ñòðàòè�èöèðîâàííûõ òå÷åíèé ïîêàçàíî, ÷òîíåëèíåéíûå îñîáåííîñòè óðàâíåíèé ïðèâîäÿò ê ïî-ÿâëåíèþ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ãàðìîíèê â ðåøåíèè.Â øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå ëèíåéíîé ñâÿçèìåæäó çàâèõðåííîñòüþ è �óíêöèåé òîêà ðåøåíèÿ



60 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 4óðàâíåíèé ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè îïÿòü,êàê è â ñëó÷àå îäíîðîäíîé æèäêîñòè, îïèñûâàþòñÿ�óíêöèÿìè Áåññåëÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò05-01-00154).Ëèòåðàòóðà1. Êàìåíêîâè÷ Â.Ì. Îñíîâû äèíàìèêè îêåàíà. Ë., 1973.2. Ôèçèêà îêåàíà. Ò. 2. �èäðîäèíàìèêà îêåàíà / Ïîä ðåä.À.Ñ. Ìîíèíà. Ì., 1978.
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