
22 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6ÓÄÊ 536.7 Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÑÌÅÑÈ ÒÂÅ�ÄÛÕ ÑÔÅ�Ï.Í. Íèêîëàåâ(êà�åäðà êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ïîëÿ)E-mail: nikolaev�phys.msu.ruÏîëó÷åíî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð íàîñíîâå ìåòîäà óñêîðåííîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Â àñèìïòîòè÷å-ñêîì ïðåäåëå ìàëûõ ïëîòíîñòåé äàííîå óðàâíåíèå âîñïðîèçâîäèò èçâåñòíûå âèðèàëü-íûå êîý��èöèåíòû äëÿ òàêèõ ñèñòåì. Â ñëó÷àå îäíîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèåïåðåõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå, õîðîøî îïèñûâàþùåå êàê ñòàáèëüíóþ, òàêè ìåòàñòàáèëüíóþ �àçó âåùåñòâà.ÂâåäåíèåÑèñòåìà òâåðäûõ ñ�åð ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé â òåðìî-äèíàìè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé ïðîñòûõ æèäêî-ñòåé. Ý��åêòèâíîñòü äàííîãî ïîäõîäà óñòàíîâëåíàâ öåëîì ðÿäå èññëåäîâàíèé [1�4℄. Äëÿ ñèñòåì,ñîñòîÿùèõ èç ñìåñè ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ, àíàëî-ãè÷íûå ìåòîäû ïîëó÷èëè ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèåâ ïîñëåäíåå âðåìÿ [5�8℄. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿîäíîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ èçâåñòíî äîñòàòî÷íî äàâíî [9℄, òî äëÿìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì òâåðäûõ ñ�åð îíî íàé-äåíî ñ ìåíüøåé òî÷íîñòüþ [10�12℄. Ýòî îáóñëîâ-ëåíî ñëîæíîñòüþ ìîäåëè, êîòîðàÿ èìååò ðàçëè÷íûåíåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ äàæå äëÿ îäíîðîäíîé �àçûâåùåñòâà. Â äàííîì ñëó÷àå ðàñ÷åò óæå íåñêîëü-êèõ ïåðâûõ âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ñîïðÿæåíñ îïðåäåëåííûìè ñëîæíîñòÿìè.Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñìå-ñåé ñõîäíû ñ ìåòîäàìè èõ îïðåäåëåíèÿ äëÿ îäíîêîì-ïîíåíòíûõ ñèñòåì. Òàê, óðàâíåíèå îäíîêîìïîíåíò-íîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà îñíîâå ðåøå-íèÿ óðàâíåíèÿ Ïåðêóñà�Éåâèêà [13℄. Ñóùåñòâóåòöåëûé ðÿä ïîäõîäîâ, îáîáùàþùèõ ýòî óðàâíåíèåíà ñëó÷àé ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì [14℄. �åøàÿäàííîå óðàâíåíèå, ìû ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ ñìåñè òâåðäûõ ñ�åð. Íî ó ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ Ïåðêóñà�Éåâèêà åñòü ñóùåñòâåííûé íåäîñòà-òîê: îíî äàåò äâà ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,êîòîðûå òåðìîäèíàìè÷åñêè íå ñîãëàñîâàíû. Òî åñòüäëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû íåîáõîäèìî èñïîëüçî-âàòü äîïîëíèòåëüíûå ïðîöåäóðû [9℄. Îäèí èç òàêèõïîäõîäîâ ïðèâåë ê óðàâíåíèþ Êàðíàõàíà�Ñòàðëèí-ãà, õîðîøî ñîãëàñóþùåìóñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-ìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëîè ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè, íî â ìåòàñòàáèëüíîéîáëàñòè ñîãëàñèå ñóùåñòâåííî õóæå. Îáðàòèì âíè-ìàíèå íà òîò �àêò, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå òî÷íîâîñïðîèçâîäèò ëèøü âòîðîé è òðåòèé âèðèàëüíûéêîý��èöèåíòû. Èìåííî äàííûé ïîäõîä ÷àñòî èñ-ïîëüçóåòñÿ êàê áàçîâûé äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ ñìåñè òâåðäûõ ñ�åð [15, 16℄.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì ìåòîä óñêî-ðåííîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñìåñè òâåðäûõñ�åð [17℄. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ýòî óðàâíåíèåõîðîøî îïèñûâàåò äàííûå ìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòàêàê â ñòàáèëüíîé, òàê è â ìåòàñòàáèëüíîé îáëà-ñòè. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèèñâîéñòâ ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ðàññìàòðèâàåìîéñèñòåìû ïðè áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ [18℄. Äëÿ ñèñòåìòâåðäûõ ñ�åð íàèáîëåå ý��åêòèâíûì îêàçàëñÿ ïîä-õîä, ïðåäëîæåííûé â [17℄. Åãî ìû è îáîáùèì íàñëó÷àé ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì.Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìûîáû÷íî ââîäÿò ÷åòûðå âçâåøåííûå ïëîòíîñòè è ñèõ ïîìîùüþ àïïðîêñèìèðóþò âèðèàëüíûå êîý��è-öèåíòû, à òàêæå èñïîëüçóåìûå òåðìîäèíàìè÷åñêèåïîòåíöèàëû [15, 16, 19℄. Â íàøåì ïîäõîäå ìû èñõî-äèì èç òî÷íî èçâåñòíûõ âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâäëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð. Äëÿîäíîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð èçâåñòíûïåðâûå äåâÿòü âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ. Äëÿìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû áåç òðóäà âû÷èñëÿþò-ñÿ ïåðâûå ïÿòü-øåñòü âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ.Ýòî ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ è ÷èñëîì êîìïîíåíò ñìåñè.Íåäîñòàþùèå âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû äëÿ ìíî-ãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ìû íàõîäèì ñ ïîìîùüþèíòåðïîëÿöèè ïî êîíöåíòðàöèè è îòíîøåíèþ äèà-ìåòðîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿäëÿ ñìåñè òâåðäûõ ñ�åð, õîðîøî îïèñûâàþùåå èç-âåñòíûå äàííûå ìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà.Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîéñèñòåìû�àññìîòðèì ñèñòåìó ÷àñòèö M ðàçëè÷íûõ ñîð-òîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ìàêðîñêîïè÷åñêîì îáúåìå Vïðè òåìïåðàòóðå T . ×èñëî ÷àñòèö a-ãî ñîðòà îáî-çíà÷èì Na . Êîí�èãóðàöèîííîå êàíîíè÷åñêîå ðàñ-ïðåäåëåíèå çàïèøåì â âèäåDN =Q�1N exp��UN� � , (1)



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6 23ãäå UN = 12 X16 i 6 Na16 j 6 Nba, b((ai) 6= (bj))�a,b(jqai � qbjj),
QN = ZV � � � ZV exp��UN� �Ya dqa1 � � � dqaNa , (2)� = kT (k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà), qai � ïîëî-æåíèå i -é ÷àñòèöû a-ãî ñîðòà. Ïàðíûå ïîòåíöèàëû�ab(r) ïðåäïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ïî îòíîøå-íèþ ê a è b . Ñóììèðîâàíèå â (2) ïðîèçâîäèòñÿïî âñåì ðàçëè÷íûì ïàðàì ÷àñòèö. Ñîîòíîøåíèå (1)ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñòàòèñòè÷åñêóþ òåðìîäèíà-ìèêó ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû.Ïóñòü na = Na/N � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö a-ãîñîðòà (N =Pa Na). ÒîãäàXa na = 1.Âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè îäíîðîäíîé �àçûìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå âèðèàëüíîãî ðÿäàF = F0 + �N 1Xi=2 1i� 1 Bi�i�1 , (3)ãäå � = V/N , F0 � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñìåñè èäå-àëüíûõ ãàçîâ, Bi � âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû:B2 =Xa,b Babnanb,B3 =Xa,b,
Bab
nanbn
,� � � � � � � � � (4)Çäåñü Baa � âòîðîé âèðèàëüíûé êîý��èöèåíò äëÿ÷èñòîé êîìïîíåíòû a ; Bab � âòîðîé âèðèàëüíûé êî-ý��èöèåíò, âû÷èñëåííûé äëÿ ïîòåíöèàëà �ab , îïè-ñûâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ñîð-òîâ a è b . Àíàëîãè÷íî Bab
 � òðåòèé âèðèàëüíûéêîý��èöèåíò, âû÷èñëåííûé äëÿ òðåõ ÷àñòèö ñîðòîâa, b è 
 . Ïðè ýòîì îí îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðèëþáûõ ïåðåñòàíîâêàõ èíäåêñîâ, à Baaa � òðåòèé âè-ðèàëüíûé êîý��èöèåíò äëÿ ÷èñòîé êîìïîíåíòû a .Òàêèì æå îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ è ïîñëåäóþùèåâèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû.Èç (3) íåòðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñæèìà-åìîñòè pv� = 1+ 1Xi=2 Bi�i�1 . (5)Ñ �îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèåðåøàåò ïðîáëåìó îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû. Íî äàííûé ðÿä ñõî-äèòñÿ âåñüìà ìåäëåííî äàæå äëÿ ñèñòåì òâåðäûõñ�åð, íå ãîâîðÿ óæå î ñèñòåìàõ ïðè íàëè÷èè ïðè-

òÿæåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóð, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîé.Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîãî óðàâ-íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü áîëüøîå ÷èñëîâèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ, ÷òî äëÿ ñìåñè ÷àñòèöïðåäñòàâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì. �åøèòü äàííóþïðîáëåìó ïîçâîëÿþò ìåòîäû óñêîðåííîé ñõîäèìîñòèðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé [20℄.Ìåòîä óñêîðåííîé ñõîäèìîñòèäëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òâåðäûõñ�åðÂ ðàáîòå [17℄ ïðåäëîæåí ìåòîä óñêîðåííîé ñõî-äèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ îäíîêîìïî-íåíòíîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð. Îò äðóãèõ ïîäîáíûõìåòîäîâ îí âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî ý��åêòèâåíóæå ïðè ó÷åòå ïåðâûõ ÷åòûðåõ âèðèàëüíûõ êîý��è-öèåíòîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äàííûé ïîäõîä áóäåòîáîáùåí íà ñëó÷àé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìûòâåðäûõ ñ�åð.Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìûîïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåìF =�� lnQN . (6)Ïðåäñòàâèì (6) â âèäåF = F0 � �Nm ln q, (7)ãäå q = (Q/Q0)1/Nm � îïðåäåëÿåìàÿ �óíêöèÿ, m �ý��åêòèâíîå ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé, Q0 � ñòà-òèñòè÷åñêèé èíòåãðàë èäåàëüíîãî ãàçà.Ââåäåì ïðèâåäåííóþ ïëîòíîñòü ñîîòíîøåíèåìx =Xa na�3a�p2 . (8)Çäåñü �a � äèàìåòð ñ�åðû a-é êîìïîíåíòû.Äëÿ ñèñòåìû îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ïðèâåäåííàÿ ïëîò-íîñòü x (8) ïåðåõîäèò â ïðèâåäåííóþ ïëîòíîñòüïî îòíîøåíèþ ê ïëîòíîñòè ïðè ïëîòíîé óïàêîâêå.Ïîýòîìó åñòåñòâåííî è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû âûáðàòü q â âèäå [17℄q = 1� x. (9)Ýòî â îñíîâíîì ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ïî-âåäåíèþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè F ïðè áîëüøèõ ïëîòíî-ñòÿõ. Áîëåå òî÷íûé ó÷åò ñòðóêòóðû óïîðÿäî÷åííîé�àçû â ñëó÷àå ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ïðàêòè-÷åñêè íåâîçìîæåí. ×òî êàñàåòñÿ m(x), òî âûáåðåìýòó �óíêöèþ â âèäå àïïðîêñèìàíòû Ïàäå [17, 18℄òîãî æå òèïà, ÷òî è äëÿ ñèñòåìû èç îäèíàêîâûõ÷àñòèö, ò. å.m(x) = m01�m1x�m2x2�m3x3 �m4x4 � . . . . (10)Ïîäñòàâëÿÿ (9) è (10) â (7), èìååìF = F0� N�m01�m1x�m2x2�m3x3 �m4x4 � . . . ln(1�x).(11)12 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



24 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6Êîý��èöèåíòû mi íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðèx! 0 ñîîòíîøåíèå (11) ïðèíèìàåò âèä (3). Îòñþäàm0 = eB2,m1 = eB3 � eB22eB2 ,m2 = eB4 � eB23eB2 � m12 �m21,m3 = eB5 � eB24eB2 � m13 � m21 +m22 � 2m1m2 �m31� � � � � � � � � (12)
Çäåñü eBi = p2Bi�Pa na�3a�i�1 (13)� ïðèâåäåííûå âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû. Ñîîòíî-øåíèÿ (4), (11)�(13) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñâîáîä-íóþ ýíåðãèþ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òâåðäûõñ�åð.Íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèèñèñòåìû ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äàâëåíèåp=��F�V ,ò. å. òåðìè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, à çíà÷èò,è ñæèìàåìîñòüpV� = 1+ m0x(1� x)(1�m1x�m2x2 �m3x3 � . . .) �� m0(m1x+ 2m2x2 + 3m3x3 + . . .) ln(1� x)(1�m1x�m2x2 �m3x3 � . . .)2 . (14)Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå è ðåøàåò ïîñòàâëåííóþçàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñî-ñòîÿíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð.Âûðàæåíèå (14) ïðè ó÷åòå (8) ñîâïàäàåò ñ (5),íî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùå-íèé â (14), êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ êàê äëÿîäíîêîìïîíåíòíîé, òàê è äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõñèñòåì, ñóùåñòâåííî âûøå.Çàêëþ÷åíèåÏðåäëîæåííûé â ðàáîòå ñïîñîá ðàñ÷åòà ñâîáîä-íîé ýíåðãèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ïîçâîëèëïîëó÷èòü âåñüìà òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ (14) ñèñòåì òâåðäûõ ñ�åð â çàâèñèìîñòèîò ïðèâåäåííîé ïëîòíîñòè è êîíöåíòðàöèè êîìïî-íåíò. Õîðîøåå ñîãëàñèå íàáëþäàåòñÿ, êàê ïîêàçû-âàþò ðàñ÷åòû è ñðàâíåíèå ñ äàííûìè ìàøèííîãîýêñïåðèìåíòà äëÿ äâóõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì [21℄,äëÿ âñåé îáëàñòè îäíîðîäíîé �àçû. Äàííûé ïîäõîä

áåç òðóäà îáîáùàåòñÿ íà ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâèåìåæäó ÷àñòèöàìè êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëà-ìè ëåííàðä-äæîíñîâñêîãî òèïà, à òàêæå íåöåíòðàëü-íûìè ïîòåíöèàëàìè.Ìíîãîêîìïîíåíòíûå ñèñòåìû èìåþò ñóùåñòâåí-íî áîëåå ñëîæíóþ �àçîâóþ äèàãðàììó ïî ñðàâíå-íèþ ñ �àçîâîé äèàãðàììîé îäíîêîìïîíåíòíûõ ñè-ñòåì. Îñîáåííî ýòî õàðàêòåðíî äëÿ óïîðÿäî÷åííîé�àçû. Èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå ìåòîä óñêîðåííîéñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé èñïîëüçóåòïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå óïîðÿäî÷åííîé �àçû.Õîòÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îò òèïàñòðóêòóðû íåñèëüíàÿ, ïðè èññëåäîâàíèè êîíêðåòíûõîáëàñòåé �àçîâîé äèàãðàììû ìíîãîêîìïîíåíòíûõñèñòåì âèä åå, åñëè, êîíå÷íî, îíà èçâåñòíà, ñëåäóåòó÷èòûâàòü. Â îáùåì æå ñëó÷àå âñåãäà ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü ãðàíåöåíòðèðîâàííóþ êðèñòàëëè÷åñêóþñòðóêòóðó êàê íàèáîëåå òèïè÷íóþ.Ëèòåðàòóðà1. Heyes D.M., Okumara H. // J. Chem. Phys. 2006. 124.P. 164507.2. Chandler D., Weeks J.D., Andersen H.C. // S
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