
Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6 61ÓÄÊ 521.14/17+528.21+517.586ÀÍÎÌÀËÈÈ ÂÍÅØÍÅ�Î È ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅ�Î ��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎ�ÎÏÎËß ÈÇÎÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈ Ó�ÀÂÍÎÂÅØÅÍÍÎÉ ÊÎ�Û ÇÅÌËÈÂ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÎÌ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈË.Ï. Íàñîíîâà, Í.À. ×óéêîâà(�ÀÈØ)E-mail: nason�sai.msu.ruÏîëó÷åíû �îðìóëû, ó÷èòûâàþùèå â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè âêëàä â ãðà-âèòàöèîííîå ïîëå îò äèïîëüíî ðàñïðåäåëåííûõ àíîìàëüíûõ ìàññ, ïðåäñòàâëåííûõâ âèäå ñëîåâ, ðàñïðåäåëåííûõ ïî âûñîòå îòíîñèòåëüíî ýëëèïñîèäà îòíîñèìîñòè.Óñòàíîâëåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèé ïî ñ�åðè÷åñêèì�óíêöèÿì íåêîòîðîé �óíêöèè è åå êâàäðàòà. �åçóëüòàòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû íàïðèìåðå âêëàäà îò ìàññ ðåëüå�à è ñêà÷êà ïëîòíîñòè íà ãðàíèöå Ìîõîðîâè÷è÷à.ÂâåäåíèåÈññëåäîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî ïëîòíîñòíîãî ñòðîå-íèÿ Çåìëè ïîêàçàëè, ÷òî â îñíîâíîì ðàñïðåäåëåíèåàíîìàëüíûõ (ò. å., îòëè÷íûõ îò ñîîòâåòñòâèÿ ãèä-ðîñòàòè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ) ìàññ ïî âûñîòå íîñèòäèïîëüíûé õàðàêòåð: âûñîòàì ðåëüå�à ñîîòâåòñòâó-þò ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó àíîìàëèè âûñîòûïîâåðõíîñòè Ìîõîðîâè÷è÷à (M), à àíîìàëüíûå ìàñ-ñû âåðõîâ è íèçîâ êîðû, âåðõîâ è íèçîâ âåðõíåéìàíòèè ÷àñòî ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó [1, 2℄. Åñëèðåøàòü çàäà÷ó âêëàäà âî âíåøíåå èëè âíóòðåí-íåå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ëàòåðàëüíî ðàñïðåäåëåí-íûõ àíîìàëüíûõ ìàññ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, òîâ ýòîì ñëó÷àå ìåæäó êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿïî øàðîâûì �óíêöèÿì ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà(ò. å. ñèëîâîé �óíêöèè) (	Cnm, 	Dnm) è ïðåäñòàâëåí-íûõ â âèäå ïðîñòîãî ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ àíîìàëüíûõìàññ (	anm, 	bnm ) ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçü [3℄� 	Cnm	Dnm�= 32n+ 1 � RR0�3 ��	� �	anm	bnm� ,ãäå R, ��, R0, 	� � ñðåäíèå ðàäèóñû è ïëîòíîñòèäëÿ ïðîñòîãî ñëîÿ è âñåé Çåìëè ñîîòâåòñòâåííî.Çäåñü äëÿ âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ïîòåíöèàëàñëîÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:Ve(r,',�) = fM0r NXn=1�Rr �n 	Yn(',�),Vi(r,',�) = fM0R NXn=1 � rR�n 	Yn(',�),	Yn(',�) = nXm=0(	Cnm 
osm�+ 	Dnm sinm�)	Pnm(sin(')).Â ýòèõ �îðìóëàõ 	Pnm(sin(')) � íîðìèðîâàííûåïî Êàóëà ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèè Ëåæàíäðà,f	anm, 	bnmg = f	anm, 	bnmg1 � êîý��èöèåíòû ðàçëîæå-íèÿ îòíîñèòåëüíûõ âûñîò ñëîÿ h = H(',�)/R ïî

ñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿì, M0 � ìàññà Çåìëè. Â ëè-íåéíîì ïðèáëèæåíèè âêëàä äâóõ äèïîëüíî ðàñïðå-äåëåííûõ áëèçêèõ ïî âûñîòå ïðîñòûõ ñëîåâ âçàèìíîêîìïåíñèðóåòñÿ. Îäíàêî â ðåàëüíîñòè àíîìàëüíûåìàññû ÿâëÿþòñÿ íå ïðîñòûì ñ�åðè÷åñêèì ñëîåì,à ðàñïðåäåëåíû ïî âûñîòå îòíîñèòåëüíî ýëëèïñîèäàîòíîñèìîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â [4℄, ïðèðåøåíèè â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåìäëÿ âíåøíåãî ïîëÿ�	anm	bnm�=�	anm	bnm�1+n+22 �	anm	bnm�2+�(n+2)�	anm	bnm�3,(1)à äëÿ âíóòðåííåãî ïîëÿ�	anm	bnm�=�	anm	bnm�1�n� 12 �	anm	bnm�2+�(n+2)�	anm	bnm�3,(2)ãäå ÷ëåí â ñêîáêàõ f g1 ñ èíäåêñîì 1 ñîîòâåò-ñòâóåò êîý��èöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè (h),÷ëåí â ñêîáêàõ f g2 ñ èíäåêñîì 2 ñîîòâåòñòâóåòêîý��èöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè (h)2 , à ñ èí-äåêñîì 3 � êîý��èöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ �óíêöèèh	P2(sin(')).Çäåñü � = 23e , e � ñæàòèå ýëëèïñîèäà îòíîñè-ìîñòè. Êàê âèäíî èç �îðìóë (1), (2), êâàäðàòè÷íûéâêëàä f g2 äëÿ äèïîëåé, â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãîf g1 è ýëëèïñîèäàëüíîãî f g3 , íå êîìïåíñèðóåòñÿ,à ñóììèðóåòñÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ïîëó÷å-íèÿ �îðìóë, ïîçâîëÿþùèõ âûðàçèòü êîý��èöèåíòûðàçëîæåíèÿ f	anm, 	bnmg2 , f	anm, 	bnmg3 ÷åðåç ëèíåé-íûå ÷ëåíû f	anm, 	bnmg1 , è ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâó-þùèå ðåçóëüòàòû. Ýòè �îðìóëû áûëè ïîëó÷åíûïóòåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèìâîëüíûõâû÷èñëåíèé â ïàêåòàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÈñõîäíîå ðàçëîæåíèå íåêîòîðîé �óíêöèè h == H(',�)/R ïî ñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿì ñòåïåíèn6 N èìååò âèä
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os(m�) ++ 	bnm sin(m�)�	Pnm(sin')!. (3)Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ h2 ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäåh2(',�) = 2NXn=0 nXm=0�f	anmg2 
os(m�) ++ f	bnmg2 sin(m�)�	Pnm(sin')!. (4)Äëÿ íîðìèðîâàííûõ ïî Êàóëà ïðèñîåäèíåííûõ�óíêöèé 	Pnm(sin(')) èñïîëüçóåòñÿ �îðìóëà	Pn,m(x) = Kn,mPn,m(x),Kn,m =s"m(2n+ 1)(n�m)!(n+m)! , "0 = 1,"m>0 = 2. (5)Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûðàçèòü êîý��èöèåí-òû f	anmg2 , f	bnmg2 ðàçëîæåíèÿ (4) ÷åðåç êîý��èöè-åíòû f	anmg1 = 	anm , f	bnmg1 = 	bnm èñõîäíîãî ðàçëî-æåíèÿ �óíêöèè h(',�). Â ðàáîòå áûëè ðåàëèçîâàíûäâà ñïîñîáà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ïåðâûéñïîñîá çàêëþ÷àëñÿ â ïîëó÷åíèè íåïîñðåäñòâåííîãîðàçëîæåíèÿ ïðîèçâåäåíèé îòðåçêîâ ðÿäîâ ïî ýëåìåí-òàðíûì ñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿì ïóòåì ïðîâåäåíèÿñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðèðîâàíèÿ â áóêâåííîì âè-äå. Âî âòîðîì ñïîñîáå ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëèñüðÿäû Êëåáøà��îðäàíà [5℄. Ïðåäñòàâèì îáà ýòè ñïî-ñîáà áîëåå ïîäðîáíî.�àçëîæåíèå ïî ñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿìÂâåäåì ñèñòåìó ýëåìåíòàðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ�óíêöèé Yn,s(x,�), àíàëîãè÷íûõ �óíêöèÿìYn,s(�,�), n= 0, . . . , 2N , s = 0, . . . , 2n èç [3℄:Yn,s(x,�) = 	Pn,m(x) 
os(m�) (s 6 n,m = s),Yn,s(x,�) = 	Pn,m(x) sin(m�) (s > (n+1), m = s� n).Ñèñòåìà �óíêöèé Yn,s(x,�) îáðàçóåò îðòîãîíàëü-íóþ ñèñòåìó â çàìêíóòîé îáëàñòè �1 6 x 6 1,0 6 � 6 2� . Òîãäà ðàçëîæåíèå (4) ìîæíî çàïèñàòüòàê:h2(',�) = 2NXn=0 2nXs=0 hn,sYn,s, hn,s6n = f	an,sg2,hn,s>n = f	bn,s�ng2. (6)Êîý��èöèåíòû hn,s ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ýëåìåí-òàðíûì ñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿì Yn,s âû÷èñëÿþòñÿñîîòâåòñòâóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì:hn,s = 14� 1Zx=�1 2�Z�=0 h2Yn,s d�dx, x = sin('). (7)Çäåñü ïðè âû÷èñëåíèè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (7)íàäî ïîäñòàâèòü âìåñòî h2 êâàäðàò èñõîäíîãî âûðà-

æåíèÿ (3) äëÿ h â ñèìâîëüíîì âèäå è ïðîèçâîäèòüèíòåãðèðîâàíèå äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé N .Òàêèì ñïîñîáîì áûëè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ êî-ý��èöèåíòîâ f	an,mg2 , f	bn,mg2 äëÿ N 6 5. Äëÿ á�îëü-øèõ çíà÷åíèé N , ÷òîáû íå âûçûâàòü ïåðåïîëíåíèåîïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïîëüçîâàòü-ñÿ ïîøàãîâûì ìåòîäîì, ïðè êîòîðîì ïðè óâåëè÷å-íèè ïîðÿäêà N èñõîäíîãî ðàçëîæåíèÿ íà åäèíèöóîïðåäåëÿþòñÿ çàíîâî íå âñå öåëèêîì âûðàæåíèÿf	an,mg2 , f	bn,mg2 , à òîëüêî òå ñëàãàåìûå â íèõ, êîòî-ðûå îáóñëîâëåíû íîâûìè ÷ëåíàìè â ðàçëîæåíèè (3)ïðè óâåëè÷åíèè N . Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïåðå-õîäå îò N ê N + 1 íà êàæäîì øàãå ðàñøèðÿåòñÿìàòðèöà âîçìîæíûõ êîý��èöèåíòîâ f	anmg2 , f	bnmg2çà ñ÷åò êîý��èöèåíòîâ ñî çíà÷åíèÿìè n = 2N + 1,n = 2N +2. Ïðè ðàçðàáîòêå òàêîãî àëãîðèòìà ñóùå-ñòâåííî èñïîëüçîâàëèñü ðÿäû Êëåáøà��îðäàíà [5℄.�ÿäû Êëåáøà��îðäàíàÂ êíèãå [5℄ äàíî ïðåäñòàâëåíèå Êëåáøà��îðäàíàäëÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèéËåæàíäðà Pn,m(x) � Pk,l(x) ñ ðàçíûì íàáîðîì èíäåê-ñîâ â âèäå êîíå÷íîãî ðÿäà ïî �óíêöèÿì Pn1,m+l(x)ñ ÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè.Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ íîðìèðîâàííûõ�óíêöèé èìååò âèä	Pn,m(x)	Pk,l(x) = n+kXn1=max(jn�kj,m+l) 	Sn,m,k,l,n1 	Pn1,m+l(x),(8)ãäå êîý��èöèåíòû 	Sn,m,k,l,n1 áóäåì íàçûâàòü äàëååêîý��èöèåíòàìè Êëåáøà��îðäàíà. Êîý��èöèåíòû	Sn,m,k,l,n1 ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èíòåãðè-ðîâàíèåì, êàê â (7):	Sn,m,k,l,n1 = 14� 1Zx=�1 2�Z�=0 	Pn,m(x)	Pk,l(x)�� 
os((m+ l)�)Yn1,m+l d� dx.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàí òàêæå äðóãîé ñïî-ñîá âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ 	Sn,m,k,l,n1 , òðåáóþ-ùèé ìåíüøèõ çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè. Èñïîëü-çóÿ èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå Pn,m(x) = (1� x2)m/2 �� dmdxmPn(x), ïîëó÷àåì èç �îðìóëû (8) ñ ó÷åòîì (5)ïîëèíîì îòíîñèòåëüíî x , òîæäåñòâåííî ðàâíûé íó-ëþ â �1 < x < 1:Kn,m dmdxmPn(x)Kk,l dldxl Pk(x)�� n+kXn1=max(jn�kj,m+l)	Sn,m,k,l,n1Kn1,m+l dm+ldxm+l Pn1(x) = 0.Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîý��èöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìàïðè ðàçíûõ ñòåïåíÿõ x , ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõîáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��è-öèåíòîâ 	Sn,m,k,l,n1 .



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6 63Ôîðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ f	anm, 	bnmg2 ,f	anm, 	bnmg3Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(N)n,s êîý��èöèåíòû ðàçëîæå-íèÿ (6), êîãäà èñõîäíîå ðàçëîæåíèå (3) äëÿ �óíê-öèè h áûëî âûïîëíåíî äî ïîðÿäêà N (àíàëî-ãè÷íî äëÿ N +1). Òîãäà èç �îðìóëû (7) èìååìh(N+1)n,s = h(N)n,s +dh(N)n,s , ãäå äëÿ äîáàâîê dh(N)n,s , êîòîðûåíàäî âíåñòè â êîý��èöèåíòû h(N)n,s ïðè ïåðåõîäåîò N ê N + 1, ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (8),ñëåäóþùèå �îðìóëû:1) äëÿ s = 0 (äîáàâêè ïðè âû÷èñëåíèè f	an,0g2 ):dhNn,0 = 12 +1Z�1 	P2n,0 dx N+1Xk=max(1,jN+1�nj)Æk	SN+1,0,k,0,n	aN+1,0	ak,0 ++ 12 2N+2Xp=0 [p/2℄Xj=0 +1Z�1 	Pp,2j 	Pn,0 dx N+1Xk=max(1, j,jN+1�pj)Æk	SN+1,j,k,j,p �� (	aN+1,j	ak,j + 	bN+1,j	bk,j); (9)2) äëÿ 1 6 s 6 n (äîáàâêè ïðè âû÷èñëåíèèf	an,mg2 , m= s ):dhNn,s = 14 +1Z�1 	P2n,s dxmin(s,N+1)Xl=max(0,s�N�1) N+1Xk=max(1, s�l,jn�N�1j)Æk	SN+1,l,k,s�l,n�� (	aN+1,l	ak,s�l � 	bN+1,l	bk,s�l) ++ 14 min([ 2N+2�s2 ℄,max(0,N+1�s))Xj=0 2N+2Xp=max(s,s+2j) +1Z�1 	Pp,s+2j 	Pn,s dx��( N+1Xk=max(1,s+j, jN+1�pj)Æk	SN+1,j,k,s+j,p(	aN+1,j	ak,s+j+	bN+1,j	bk,s+j)++ N+1Xk=max(1, j,jN+1�pj)Æk	SN+1,j+s,k,j,p(	aN+1,j+s	ak,j + 	bN+1,j+s	bk,j));(10)3) äëÿ n < s 6 2n (äîáàâêè ïðè âû÷èñëåíèèf	bn,mg2 , m = 	s = s� n):dhNn,s = 14 +1Z�1 	P2n,	s dxmin(	s,N+1)Xl=max(0,	s�N�1) N+1Xk=max(1, 	s�l,jn�N�1j)Æk �� 	SN+1,l,k,	s�l,n(	aN+1,l	bk,	s�l + 	bN+1,l	ak,	s�l) +

+ 14 min([ 2N+2�	s2 ℄,max(0,N+1�	s))Xj=0 2N+2Xp=max(	s,	s+2j) +1Z�1 	Pp,	s+2j 	Pn,	s dx��( N+1Xk=max(1,	s+j, jN+1�pj)Æk	SN+1,j,k,	s+j,p(	aN+1,j	bk,	s+j�	bN+1,j	ak,	s+j)++ N+1Xk=max(1, j,jN+1�pj)Æk	SN+1,j+	s,k,j,p(�	aN+1,j+	s	bk,j + 	bN+1,j+	s	ak,j)).(11)Â ýòèõ �îðìóëàõ èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ:Æk = (1, k6 N ,12 , k= N + 1, [p/2℄ = (p� p mod 2)/2 �áëèæàéøåå öåëîå îò ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà p/2.×òîáû ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíûå �îðìóëû äëÿ êîý�-�èöèåíòîâ hn,s (n = 0, . . . , 2Nmax , s = 0, . . . , 2n), íà-äî ïðîñóììèðîâàòü âñå äîáàâêè dh(N)n,s , ïîëó÷åííûåïðè ïåðåõîäå îò N ê N + 1, íà÷èíàÿ îò ìèíèìàëü-íîãî çíà÷åíèÿ N0 = [(n� 1)/2℄, ïðè êîòîðîì ïîÿâëÿ-åòñÿ ýòîò êîý��èöèåíò, è äî Nmax � 1, ãäå Nmax �ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê èñõîäíîãî ðàçëîæåíèÿ (3).Îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 0 �îðìóëà (9) óïðîùàåòñÿè äàåò èçâåñòíûé ðåçóëüòàòf	a00g2 = NXn=1 nXm=0�	a2nm + 	b2nm�= ZZ(hs)2 d�d sin'.Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ (8), ïîëó÷àåì êîý�-�èöèåíòû f	anm, 	bnmg3 , n = 0, . . . ,N + 2, m == 0, . . . ,min(n,N), ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè h(',�) �� 	P2(sin(')), âõîäÿùèå â �îðìóëû (1), (2):f	an,mg3 = min(n+2,N)Xk=max(1,m,jn�2j) 	S2,0,k,m,n	ak,m;f	bn,mg3 = min(n+2,N)Xk=max(1,m,jn�2j) 	S2,0,k,m,n	bk,m. (12)×èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ â �îðìóëàõ(9)�(12) íå ïðåâîñõîäÿò ïî àáñîëþòíîé âåëè-÷èíå 2.3.Ìû âèäèì, ÷òî ó÷åò êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ îòðàçëîæåíèÿ ðåëüå�à ñòåïåíè N âíîñèò äîïîëíè-òåëüíûé âêëàä â ãàðìîíèêè ïîòåíöèàëà ñòåïåíèn = 0� 2N , ïðè÷åì âåëè÷èíà ýòîãî âêëàäà âîç-ðàñòàåò ñ ðîñòîì n . Âêëàä â íóëåâóþ ãàðìîíèêóñâèäåòåëüñòâóåò îá îòëè÷èè ñðåäíåãî ðàäèóñà ðàâ-íîâåëèêîé ñ�åðû îò ñðåäíåãî ðàäèóñà ïîâåðõíîñòèîòíîñèìîñòè äëÿ ðåëüå�à.



64 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6�åçóëüòàòû è âûâîäûÂ ðàáîòå áûëè ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû äëÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîãî ïîëó÷åíèÿ �îðìóë, âûðàæàþùèõêîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ñ�åðè÷åñêèì �óíê-öèÿì êâàäðàòà íåêîòîðîé �óíêöèè îò (x=sin',�),çàäàííîé èçíà÷àëüíî â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñ�åðè-÷åñêèì �óíêöèÿì, ÷åðåç êîý��èöèåíòû ýòîãî èñ-õîäíîãî ðàçëîæåíèÿ. Îêîí÷àòåëüíûå �îðìóëû äëÿ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áûëè ïîëó÷åíû äî çíà÷åíèÿNmax = 9 âêëþ÷èòåëüíî, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îöåíèòüâêëàä îò ó÷åòà êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ â ñòîêñî-âû ïîñòîÿííûå ñòåïåíè 0� 18. Ïîëó÷åííûå ðå-çóëüòàòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå âêëàäàêâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ â ãðàâèòàöèîííîå ïîëå Çåì-ëè îò ìàññ ðåëüå�à è ñêà÷êà ïëîòíîñòè íà M.

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîãî ñðåäíåêâàä-ðàòè÷íîãî âêëàäà �	Vn êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ âîâíåøíèé ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë îò ñòåïåíèðàçëîæåíèÿ n : 1 � äëÿ ìàññ ðåëüå�à; 2 � äëÿñêà÷êà ïëîòíîñòè íà ãðàíèöå M; 3 � ñóììàðíûéâêëàäÍà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îò ñòåïå-íè ðàçëîæåíèÿ n ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî âêëàäàêàê ïî îòäåëüíîñòè äëÿ ìàññ ðåëüå�à è ñêà÷-êà íà M, òàê è ñóììàðíîãî âêëàäà: �	Vn == �	Vn� (	Vn)1�/(	Vn)1 = �pDn �p(Dn)1� /p(Dn)1 ,ãäå Dn = nPm=0(	a2nm + 	b2nm), èíäåêñ 1 ñîîòâåòñòâóåòëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òîâêëàä êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ îò ñêà÷êà íà M íàïîðÿäîê âûøå âêëàäà îò ðåëüå�à, à ñóììàðíûéâêëàä ïðèìåðíî òîãî æå ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷òî è ëè-íåéíûé âêëàä äëÿ ãàðìîíèê n = 1� 9, è íåñêîëüêîóìåíüøàåòñÿ (ïðèìåðíî â äâà ðàçà) ëèøü äëÿ ãàð-ìîíèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïîëíîé èçîñòàòè÷åñêîéêîìïåíñàöèè ðåëüå�à íà M (n = 6, 10� 18). Âêëàäêâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ äëÿ âíóòðåííåãî ïîëÿ äëÿn > 1 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îòâêëàäà âî âíåøíåå ïîëå è ïðîòèâîïîëîæåí ïî çíàêó(äëÿ ïîòåíöèàëà), ÷òî âèäíî èç ñðàâíåíèÿ �îðìóë(1) è (2). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèëû ïðèòÿæåíèÿ âêëàäêâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ âî âíåøíþþ è âíóòðåííþþ

ñèëó ïðèòÿæåíèÿ îäèíàêîâ ïî çíàêó è îòëè÷àåòñÿëèøü ìíîæèòåëÿìè (n+ 1)(n+ 2) äëÿ âíåøíåãî ïî-ëÿ è n(n� 1) äëÿ âíóòðåííåãî. Âêëàä æå ëèíåéíûõ÷ëåíîâ è ÷ëåíîâ, ó÷èòûâàþùèõ ýëëèïñîèäàëüíîñòü,ïðîòèâîïîëîæåí ïî çíàêó äëÿ âíåøíåé è âíóòðåí-íåé ñèëû ïðèòÿæåíèÿ (â îòëè÷èå îò ïîòåíöèàëà, äëÿêîòîðîãî ýòè âêëàäû îäèíàêîâû ïî çíàêó).Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëå-íèÿ îòíîñèòåëüíîãî âêëàäà â ñòîêñîâû ïîñòîÿííûåîò ñóììû êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ äëÿ ìàññ ðåëüå-�à (r) è ñêà÷êà ïëîòíîñòè íà M:Ænm = ����n+ 22 �arnm +KaMnmbrnm +KbMnm �2��arnm +KaMnmbrnm +KbMnm �1���� ,ãäå K � 0.115. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, êâàäðàòè÷íûéâêëàä äëÿ íåñêîëüêèõ êîý��èöèåíòîâ ïðåâûøàåòëèíåéíûé âêëàä (Ænm > 1) (äëÿ 	C7,1 , 	C11,1 , 	D11,6 ,	C12,0 , 	C13,6,), à â îñíîâíîì (� 57%) Ænm > 0.01,÷òî âåñüìà ñóùåñòâåííî ïðè ñîâðåìåííîé òî÷íîñòèîïðåäåëåíèÿ Còîêñîâûõ ïîñòîÿííûõ.

�èñ. 2. �èñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëü-íîãî âêëàäà â ñòîêñîâû ïîñòîÿííûå îò ñóììûêâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ äëÿ ìàññ ðåëüå�à è ñêà÷êàïëîòíîñòè íà MÍà ðèñ. 3, 4 ïðåäñòàâëåíû êàðòû ñóììàðíî-ãî âêëàäà â àíîìàëèè âíåøíåé ñèëû ïðèòÿæåíèÿíà çåìíîì ýëëèïñîèäå ïðè ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè(ðèñ. 3) è äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ (ðèñ. 4) (ðàçëî-æåíèå ñòåïåíè N = 18, ýëëèïñîèäàëüíûé ÷ëåí îò-ñóòñòâóåò). Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, ëèíåéíûé âêëàäâ îñíîâíîì êîððåëèðóåò ñ âûñîòàìè ðåëüå�à èëèñ ãëóáèíàìè M, ò. å. ïîëîæèòåëåí äëÿ ìàòåðèêîâè îòðèöàòåëåí äëÿ îêåàíîâ. Âêëàä êâàäðàòè÷íûõ÷ëåíîâ êîððåëèðóåò ñ êâàäðàòàìè h2M , h2r , ò. å.ïîëîæèòåëåí âåçäå, ïðè÷åì ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíûñðàâíèì ñ ëèíåéíûì âêëàäîì. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿëèøü ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ïðè èíòåðïðåòàöèèãðàâèòàöèîííûõ àíîìàëèé, ìîæíî ïîëó÷èòü íåïðà-
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�èñ. 3. Ëèíåéíûé âêëàä â ãðàâèòàöèîííûå àíîìàëèè íà çåìíîì ýëëèïñîèäå îò èçîñòàòè÷åñêèóðàâíîâåøåííîé êîðû. Ñå÷åíèå èçîëèíèé 2 ì�àë. Äèàïàçîí èçìåíåíèé �17� 18 ì�àë
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�èñ. 4. Âêëàä êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ â ãðàâèòàöèîííûå àíîìàëèè íà çåìíîì ýëëèïñîèäå îò ìàññðåëüå�à è ñêà÷êà ïëîòíîñòè íà M. Ñå÷åíèå èçîëèíèé 2 ì�àë. Ñðåäíåå çíà÷åíèå 3.3 ì�àë,ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 13 ì�àë
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�èñ. 5. Îáùèé âêëàä (ëèíåéíûé + êâàäðàòè÷íûé) â ãðàâèòàöèîííûå àíîìàëèè íà âûñîòå 500 êì îòèçîñòàòè÷åñêè óðàâíîâåøåííîé êîðû. Ñå÷åíèå èçîëèíèé 2 ì�àë. Äèàïàçîí èçìåíåíèé �4� 16 ì�àë.Ñðåäíåå çíà÷åíèå 2.8 ì�àë, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîãî âêëàäà 7 ì�àë



68 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6âèëüíûå îöåíêè âêëàäà ãðàíèö êîðû â ãðàâèòàöè-îííîå ïîëå Çåìëè, à òàêæå íåïðàâèëüíûå îöåíêèñòåïåíè êîððåëÿöèè ýòèõ ãðàíèö ñ ãðàâèòàöèîííû-ìè àíîìàëèÿìè.Îñîáåííî çàìåòåí âêëàä êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîââ ñïóòíèêîâîé çîíå, ãäå îí ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíåìîæåò äàæå ïðåâîñõîäèòü ëèíåéíûé âêëàä äëÿ íåêî-òîðûõ ðåãèîíîâ. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà êàðòà îáùå-ãî âêëàäà ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ â àíî-ìàëèè ñèëû ïðèòÿæåíèÿ íà âûñîòå îêîëî 500 êì(îòíîñèòåëüíî ýëëèïñîèäà, ïîäîáíîãî çåìíîìó). Êàêâèäíî èç ñðàâíåíèÿ ðèñ. 3 è ðèñ. 5, äëÿ íåêîòîðûõðåãèîíîâ îáùèé âêëàä ïðîòèâîïîëîæåí ïî çíàêóëèíåéíîìó âêëàäó, ÷òî ìîæåò çíà÷èòåëüíî èñêàçèòüõàðàêòåð èíòåðïðåòàöèè ñïóòíèêîâûõ äàííûõ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò 04-02-16681).
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