
20 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2008. � 2ÓÄÊ 536.7 ÄÂÓÕ×ÀÑÒÈ×ÍÀß ÔÓÍÊÖÈß �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÌÍÎ�ÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÒÂÅ�ÄÛÕ ÑÔÅ�Î.Ï. Íèêîëàåâà(êà�åäðà êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ïîëÿ)E-mail: nikolaev�phys.msu.ruÏîëó÷åíî íîâîå âûðàæåíèå äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîãî-êîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä óñêîðåííîéñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé è òî÷íî èçâåñòíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿâ ðÿä ïî ñòåïåíÿì ïëîòíîñòè. Äëÿ äâóõêîìïîíåíòíûõ è òðåõêîìïîíåíòíûõ ñìåñåéäàííîå óðàâíåíèå õîðîøî îïèñûâàåò èìåþùèåñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Â ñëó-÷àå îäíîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû íàéäåííàÿ �óíêöèÿ ïåðåõîäèò â âûðàæåíèå, îïèñû-âàþùåå ðàäèàëüíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âî âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòåéñ òî÷íîñòüþ ìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà.Ñèñòåìà òâåðäûõ ñ�åð îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ êàêîñíîâíîå ïðèáëèæåíèå â òåîðèè êàê ïðîñòûõ, òàêè áîëåå ñëîæíûõ æèäêîñòåé. Òî åñòü îíà ÿâëÿ-åòñÿ íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì òåîðèè âîçìóùåíèéïðè íàëè÷èè áîëåå ñëîæíûõ ïîòåíöèàëîâ âçàèìî-äåéñòâèÿ [1℄. Åñëè äëÿ îäíîêîìïîíåíòíûõ òâåðäûõñ�åð �àçîâàÿ äèàãðàììà äîñòàòî÷íî ïðîñòà, òî äëÿäâóõêîìïîíåíòíûõ è, òåì áîëåå, ìíîãîêîìïîíåíòûõñèñòåì ñòðóêòóðà åå ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíàÿ.Â ïîñëåäíèå ãîäû ýòè äèàãðàììû ñòàëè ïðåäìåòîìïðèñòàëüíîãî òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãîèññëåäîâàíèÿ [2, 3℄.Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé íåîáõîäèìîçíàòü íå òîëüêî ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, íî è äâóõ-÷àñòè÷íóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ áàçîâîé ñèñòå-ìû. Â îäíîêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò äîñòà-òî÷íî ìíîãî óðàâíåíèé, äàþùèõ âûðàæåíèå äëÿäâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Èçíà÷àëüíîîíè âîñõîäÿò ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ïåðêóñà�Éåâè-êà [4℄. Êàê èçâåñòíî, îíî äîïóñêàåò îáîáùåíèå íàñëó÷àé ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì [5℄. Íî ðåøåíèåóðàâíåíèÿ Ïåðêóñà�Éåâèêà íå ÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíà-ìè÷åñêè ñîãëàñîâàííûì.Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû äëÿ îä-íîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì òâåðäûõ ñ�åð áûë ïðåäëî-æåí ìåòîä, êîòîðûé îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè èç-âåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ äâóõ÷àñòè÷íîé�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ïëîò-íîñòè è ìåòîäà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåî-ðèè âîçìóùåíèé [6℄. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó-÷èòü òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííîå âûðàæåíèå,íå ïðèìåíÿÿ èíòåðïîëÿöèîííóþ ïðîöåäóðó [7�14℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëî-æåííûé â [6℄, äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì.Ïðè ïîñòðîåíèè âûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèàëüíîé�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü óðàâíå-íèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð. Äëÿ ñìå-ñåé îêàçàëèñü óäîáíûìè ïàðàìåòðû, ââåäåííûå �î-

çåí�åëüäîì [15, 16℄: ýòî ïðèâåäåííàÿ ïëîòíîñòü,à òàêæå âçâåøåííûå ðàäèóñ, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòèè îáúåì òâåðäûõ ñ�åð.Òàêèì îáðàçîì, âñå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñîäåð-æàò òîëüêî ÷åòûðå ïàðàìåòðà. Â ñëó÷àå îäíîðîä-íîé ñèñòåìû ýòè óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò â óðàâíå-íèå Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà [14℄, çàâèñÿùåå îò îäíîéïðèâåäåííîé ïëîòíîñòè. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäå-ëå ìàëûõ ïëîòíîñòåé çäåñü òî÷íî âîñïðîèçâîäÿòñÿëèøü ïåðâûå òðè âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòà. Ýòîîòíîñèòñÿ êàê ê îäíîñîðòíûì, òàê è ê ìíîãîñîðòíûìñèñòåìàì.�àñ÷åò âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ äëÿ ðåàëü-íûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Ó îäíî-ñîðòíîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð â íàñòîÿùåå âðåìÿèçâåñòíû ïåðâûå äåâÿòü âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ[17, 18℄. Äëÿ ìíîãîñîðòíûõ ñèñòåì çàäà÷à ñóùå-ñòâåííî îñëîæíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ïðè ïîëó÷åíèè óðàâ-íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèì ý��åêòèâíûé ñïîñîáóëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïî òåîðèè âîçìóùå-íèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, êîòî-ðûé ïîçâîëèë íàéòè óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ îäíîñîðò-íîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð ñ òî÷íîñòüþ ìàøèííîãîýêñïåðèìåíòà êàê äëÿ ñòàáèëüíîé, òàê è ìåòàñòà-áèëüíîé �àç óæå ïðè ó÷åòå ÷åòûðåõ âèðèàëüíûõêîý��èöèåíòîâ [19℄. Ýòî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ îïðå-äåëÿåò êîíòàêòíîå çíà÷åíèå ðàäèàëüíîé �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ. Åãî ìû è èñïîëüçóåì äëÿ ïîëó÷åíèÿäâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.�àññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç òâåðäûõñ�åð M ðàçëè÷íûõ ñîðòîâ ñ ÷èñëîì ÷àñòèöN = MPi=1Ni , ãäå Ni � ÷èñëî ÷àñòèö îäíîãî ñîðòà(i = 1, . . . ,M), íàõîäÿùèõñÿ â ìàêðîñêîïè÷åñêîìîáúåìå V ïðè òåìïåðàòóðå T . Ïóñòü xi = Ni/N �êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö i -ãî ñîðòà. Òîãäà âûðàæåíèåäëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåä-



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2008. � 2 21ñòàâëåíî â âèäåF = F0 + kTN MXi=2 Bi�i�1/(i� 1), (1)ãäå � = N/V , F0 � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èäåàëüíîãîãàçà, Bi � âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû, îïðåäåëåí-íûå ñîîòíîøåíèÿìè [20℄B2 = MXi1,i2=1 xi1xi2Bi1i2 ,B3 = MXi1,i2,i3=1 xi1xi2xi3Bi1i2i3 ,B4 = MXi1,i2,i3,i4=1 xi1xi2xi3xi4Bi1i2i3i4 ,� � � � � � � � � � � �
(2)

Çäåñü Bijij � âòîðîé âèðèàëüíûé êîý��èöèåíò ÷è-ñòîé êîìïîíåíòû ij , Bi1i2 (i1 6= i2) � âòîðîé âè-ðèàëüíûé êîý��èöèåíò, ó÷èòûâàþùèé âçàèìîäåé-ñòâèå ìåæäó ÷àñòèöåé ñîðòà i1 è ÷àñòèöåé ñîð-òà i2 . Àíàëîãè÷íî Bi1i1i1 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðå-òüè âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû ÷èñòûõ êîìïîíåíò,Bi1i1i2 (i1 6= i2) âûðàæàåò îòêëîíåíèå îò èäåàëüíîñòèâñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö òèïà i1è îäíîé ÷àñòèöû òèïà i2 è ò. ä. Ñîîòíîøåíèÿ (1)è (2) ñïðàâåäëèâû êàê äëÿ êëàññè÷åñêèõ, òàê è äëÿêâàíòîâûõ ñèñòåì.Â òåîðèè ìíîãîñîðòíûõ ñèñòåì áîëüøèíñòâî ðå-çóëüòàòîâ, êàê òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è ýêñïåðèìåí-òàëüíûõ, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè-÷èí [16℄ n0 = MXi=1 �i, n1 = MXi=1 �i Ri,n2 = MXi=1 �i 4�R2i , n3 = MXi=1 �i 43�R3i , (3)ãäå �i � ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö i -é êîìïîíåíòû,Ri � ðàäèóñ ñ�åðû i -é êîìïîíåíòû. Íåòðóäíîâèäåòü, ÷òîn0 = MXi=1 NiN NV = � MXi=1 xi = �,n1 = 12 MXi=1 �iNiN NV = 12� MXi=1 �ixi,n2 = 14 MXi=1 4��2i NiN NV = � MXi=1 ��2i xi,n3 = 16 MXi=1 ��3i NiN NV = 16� MXi=1 ��3i xi.
(4)

Òàêèì îáðàçîì ïàðàìåòðû nk (k= 0, 1, 2, 3) ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé ïëîòíîñòü ñ êîý��èöèåíòîì, ÿâ-ëÿþùèìñÿ íåêèì ñðåäíèì îò ñòåïåíåé äèàìåòðà÷àñòèöû �ki (k= 0, 1, 2, 3) ïî êîíöåíòðàöèè.Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (3) è (4) äëÿ ñèñòåìûîäíîñîðòíûõ ÷àñòèö n3 ïåðåõîäèò â ïåðåìåííóþ�= 16��3�, (5)ÿâëÿþùóþñÿ áåçðàçìåðíîé ïëîòíîñòüþ, â åäèíè-öàõ êîòîðîé âûðàæàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Äëÿìíîãîñîðòíûõ ñèñòåì àíàëîãè÷íóþ ðîëü èãðàåò n3 ,êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñ � . Ñîîòâåòñòâåííî n1è n2 èãðàþò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü äëÿ ïîëó÷åíèÿïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ ìíîãîñîðò-íûõ ñèñòåì [16℄. Êðîìå òîãî, n2 èñïîëüçóåòñÿ, òàêæå êàê è â òåîðèè ìàñøòàáíîé ÷àñòèöû, ïðè îïðå-äåëåíèè âûðàæåíèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.�àçëîæåíèå â ðÿä äâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèè ðàñ-ïðåäåëåíèÿ Fij ïî ñòåïåíÿì ïëîòíîñòè ïðè r > �ij(�ij = (�i + �j)/2) èìååò âèäFij = 1+ F3ij(r)�+ F4ij(r)�2 + . . . (6)Èíäåêñ k â âûðàæåíèè Fkij ïîêàçûâàåò, êàêîìóâèðèàëüíîìó êîý��èöèåíòó ñîîòâåòñòâóåò äàííàÿ�óíêöèÿ.Ñëåäóÿ [19℄, ïîñòðîèì âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîéýíåðãèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð.Ïðåäñòàâèì åå â âèäåF = F0�NkT MXi,j=1xixjmij ln qij(T , �), (7)ãäå qij = (Q/Q0)1/Nmij , Q è Q0 � ñòàòèñòè÷åñêèå èí-òåãðàëû ñèñòåìû è èäåàëüíîãî ãàçà ñîîòâåòñòâåííî.Íåèçâåñòíûå �óíêöèè mij � ý��åêòèâíûå ÷èñëàáëèæàéøèõ ñîñåäåé.Ïðè áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ìíî-ãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð èìååò ñèí-ãóëÿðíîñòü. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî âûáðàòü �óíêöèþqij â âèäå qij = 1��ij�, (8)ãäå �ij � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Îíè â îáùåìñëó÷àå çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ äèàìåòðîâ òâåðäûõñ�åð è èõ êîíöåíòðàöèè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àåìîæíî ïîëîæèòü�ij = �= 1p2 MXi=1 �3i xi. (9)Ôóíêöèè mij â (7) èùåì â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿäïî ñòåïåíÿì ïëîòíîñòè, à â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåìàïïðîêñèìàíòû Ïàäå [17℄. Â ðåçóëüòàòå èç (7) è (8)ïîëó÷àåìF = F0�NkT MXi,j=1 xixjm0ij ln(1��ij�)1�m1ij��m2ij�2 � . . . , (10)11 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 2



22 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2008. � 2ãäå m0ij = BijÆ�ij,m1ij =� MXk=1 Bijk�Bij�ij�.2Bij,m2ij = 4Bij MXk,l=1Bijkl � 3� MXk=1 Bijk�2 ++ 3Bij�ij MXk=1 Bijk � 4B2ij�2ij.12B2ij,� � � � � � � � � � � �
(11)

Äëÿ ñèñòåì òâåðäûõ ñ�åð óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìîæ-íî îïðåäåëèòü ïî êîíòàêòíûì çíà÷åíèÿì áèíàðíûõ�óíêöèé Fij(�ij+):p/��= 1+ 23� MXi,j=1 xixjFij(�ij+)�3ij. (12)Òàê êàê ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþp/��=��F�V � 1�� , (13)òî èç óðàâíåíèé (10), (12) è (13) èìååìFij(�ij+) = 11�m1ij��m2ij�2� . . .)(1��ij�) �� (m1ij +2m2ij�+ . . .) ln(1��ij�)�ij(1�m1ij��m2ij�2� . . .)2 . (14)Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò �óíêöèþ Fij(r)ïðè r = �ij . Â îáùåì æå ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ�óíêöèè Fij(r) ñîõðàíèì ñòðóêòóðó âûðàæåíèÿ (14).Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé áóäåì ñ÷èòàòüáåçðàçìåðíóþ ïëîòíîñòü â (14) ïðîïîðöèîíàëüíîéíåèçâåñòíîé �óíêöèè fij(r). Òîãäà îáùèé âèä ðàäè-àëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâèòñÿ êàêFij(r) == 1(1�m1ijfij(r)��m2ijf 2ij(r)�2� . . .)(1��ijfij(r)�) �� (m1ij + 2m2ijfij(r)�+ . . .) ln(1��ijfij(r)�)�ij(1�m1ijfij(r)��m2ijf 2ij(r)�2� . . .)2 . (15)Ôóíêöèþ fij èùåì â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ïëîòíî-ñòè fij = f 0ij(r) + f 1ij(r)�+ fij(r)�2 + . . . (16)Ïðè ìàëûõ ïëîòíîñòÿõ ñîîòíîøåíèÿ (6) è (15)äîëæíû ñîâïàäàòü. Òîãäà ñ ó÷åòîì (11) èìååìf 0ij(r) = BijF3ij(r)� MXk=1 xkBijk,f 1ij(r) = BijF4ij(r)� MXk=1 xkBijk ��BijF3ij(r)� MXk=1 xkBijk�2,(17)� � � � � � � � � � � �

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (15) ïðè ó÷åòå (16)è (17) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò èñêîìóþ äâóõ÷àñòè÷-íóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ìíîãîêîìïîíåíò-íîé ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð.Â ðåçóëüòàòå îáîáùåíî âûðàæåíèå äëÿ äâóõ÷à-ñòè÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîêîìïîíåíòíîéñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð íà ñëó÷àé ìíîãîêîìïîíåíò-íûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòûè ñðàâíåíèå ñ äàííûìè ìàøèííîãî ýêñïåðèìåí-òà, èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ óñêîðåííîé ñõîäèìîñòèïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ êîý�-�èöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè äâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ïëîòíîñòè.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü îáîáùåíûè íà ìíîãîêîìïîíåíòíûå ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëà-ìè áîëåå ñëîæíîãî òèïà. Ñèñòåìà òâåðäûõ ñ�åðèñïîëüçóåòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå êàêáàçîâàÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ÷òî è îïðåäåëÿåòàêòóàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Ëèòåðàòóðà1. Hansen J.P., M
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