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ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀÓÄÊ 530.19 Î ÂÎËÍÎÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈßÕ ÒÎ×ÍÎ �ÅØÀÅÌÎÉ ÌÎÄÅËÈÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÙÈÕ ÔÅ�ÌÈÎÍÎÂ ÑÏÈÍÀ 1/2 ÂÎ ÂÍÅØÍÅÌÏÎËÅÂ.È. Èíîçåìöåâ�), Í. �. Èíîçåìöåâà, Á.È. Ñàäîâíèêîâ(êà�åäðà êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ïîëÿ)E-mail: sadovnikov�phys.msu.ruÏîêàçàíî, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû ÷àñòèö Ñàçåðëåíäà ñî ñïèíîì 1/2, íàõî-äÿùèeñÿ âî âíåøíåì ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì Ìîðñà, õàðàêòåðèçóåìîì ïàðàìåòðîì �2 ,èìåþò äèñêðåòíóþ ÷àñòü ñïåêòðà ïðè îïðåäåëåííîì îãðàíè÷åíèè, íàêëàäûâàåìîìíà � , ïàðàìåòð äâóõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ � è ÷èñëî ÷àñòèö. Îñíîâíîå ñîñòî-ÿíèå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé â �îðìå Äæàñòðîâà. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòûäëÿ ñèñòåì ñ âçàèìîäåéñòâèåì, îáðàòíûì êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè,âîñïðîèçâîäÿòñÿ â ïðåäåëå � !1 .

Íàõîæäåíèå òî÷íûõ âîëíîâûõ �óíêöèé îñíîâ-íîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì ìíîãèõ âçàèìî-äåéñòâóþùèõ ÷àñòèö â îäíîì èçìåðåíèè è âîç-áóæäåíèé íàä íèì ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëüíûõçàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Íàèáîëåå èññëåäî-âàííûìè ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñèñòåìàìè, äëÿêîòîðûõ èçâåñòåí âåñü äèñêðåòíûé ñïåêòð, ÿâëÿþòñÿñèñòåìû Êàëîäæåðî�Ñàçåðëåíäà (ÊÑ) [1, 2℄ ñ äàëü-íîäåéñòâèåì, îïèñûâàåìûì ïàðíûì ïîòåíöèàëîìV (x) = �(�+1)x�2 , è íàõîäÿùèåñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöè-àëîì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà W (x) = !2x2/2.Ïðîñòîé âèä ýòîãî ñïåêòðà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòüòåðìîäèíàìèêó ìîäåëåé â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîãî÷èñëà ÷àñòèö [3, 4℄. Ìåíåå èçâåñòíû ðåçóëüòàòûäëÿ ñèñòåì ñ êîðîòêîäåéñòâóùèì ïîòåíöèàëîì áè-íàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ [a�1 sh(ax)℄�2 , àíàëîãè÷-íûì îðèãèíàëüíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó ïîòåíöè-àëó, ïðåäëîæåííîìó Ñàçåðëåíäîì [3℄, íàõîäÿùèõñÿâî âíåøíåì ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì Ìîðñà [5℄. �àìèëü-òîíèàí ýòèõ ñèñòåì (äàëåå îáîçíà÷àþùèõñÿ ÑÌ)èìååò âèä
H = NXj

"�12 � ��xj�2 +W (xj)#+ NXj<k �(�+ 1)a2sh2 a(xj � xk) ,(1)ãäå W (x) = 2�2a2(exp(2ax)� 1)2. (2)Äèíàìèêà ñèñòåì, îïèñûâàþùèõñÿ (1), (2), íàìíî-ãî áîëåå ñëîæíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìàìè ÊÑâ ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-ðà. Ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ïðåäåëÑÌ-ìîäåëåé, êîãäà ïàðàìåòð ïîòåíöèàëà Ìîðñà �

íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò êàê !/4a2 ïðè a! 0.Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [5℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó-÷àå ñòàòèñòèêè Áîçå äèñêðåòíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà äëÿÑÌ-ñèñòåì ñóùåñòâóåò ëèøü ïðè âûïîëíåíèè óñëî-âèÿ íà ïàðàìåòðû � è � , ��1/2�(�+ 1)(N � 1) > 0,è ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî óðîâíåé.Â ðàáîòàõ Õà è Õîëäåéíà [6℄ è Ïîëèêðîíà-êîñà [7℄ áûëî ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ìîäåëè ÊÑäëÿ ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû(su(n)-ñïèíàìè) è îáìåííûì ñïèíîâûì âçàèìîäåé-ñòâèåì âèäà �(� + Pjk)V (xj � xk), ãäå îïåðàòîð Pjkïåðåñòàâëÿåò ñïèíû ÷àñòèö ñ íîìåðàìè j è k ,Pjk = nXp,q=1 epqj eqpk , (3)
fepqj g � ýëåìåíòàðíûå ñïèíîâûå îïåðàòîðû, ïîä÷è-íÿþùèåñÿ êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì�epqj , ersk �= Æjk(Ærqepsj � Æpserqj ). (4)Âàæíûå �èçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ñèñòåì �åð-ìèîíîâ ñ su(2)-ñïèíàìè è äàëüíîäåéñòâóþùèìÊÑ-âçàèìîäåéñòâèåì áûëè íàéäåíû è ïîäðîáíî èñ-ñëåäîâàíû â [8℄. Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì òèïàÑÌ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü òîëüêîäëÿ ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíûõ ñïèíîâûõöåïî÷åê [9℄.Â ñâåòå ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [6�9℄ âîçíèêàåò åñòå-ñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè íàéòè â ÿâíîé �îðìåâîëíîâûå �óíêöèè ñïèíîâûõ ÑÌ-ñèñòåì, îïèñûâàå-ìûõ ãàìèëüòîíèàíîìH (s)SM = NXj

"�12 � ��xj�2 + 2�2a2(exp(2axj)� 1)2#+
�) Ëàáîðàòîðèÿ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè ÎÈßÈ, 141980, ã. Äóáíà Ìîñêîâñêîé îáë.9 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3
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+ NXj<k �(�+ Pjk)a2sh2 a(xj � xk) ? (5)

Â ïðåäûäóùåé ñòàòüå [10℄ íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òîäëÿ òàêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èíòåãðà-ëîâ äâèæåíèÿ-îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ H (s)SM .Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîñòðîåíèå îïðåäåëåííî-ãî êëàññà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà (5) äëÿ�èçè÷åñêè èíòåðåñíîãî ñëó÷àÿ ñïèíîâ 1/2 (n= 2),êîòîðûé íàèáîëåå âàæåí â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòüþïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ê îïèñàíèþïðîöåññîâ â êîí�àéìèðîâàííîì êâàçèîäíîìåðíîìýëåêòðîííîì ãàçå [8℄. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ýíåð-ãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ãà-ìèëüòîíèàíîì (5), åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ïðîá-íóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ â �îðìå Äæàñòðîâà, êàêýòî áûëî ñäåëàíî â [6, 8℄,	(z1�1, . . . , zN�N ) = C�1/2 �� Y16j<k6N jzj � zkj�(zj � zk)Æ�j�k exp i�2 sgn(�j � �k)�
� NYl=1 z�+"�ll exp(��zl). (6)

Çäåñü �j = 2s(3)j , s(3)j = �1/2� çíà÷åíèÿ ïðîåêöèèñïèíà j -é ÷àñòèöû. Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ äîïóñêà-þò êëàññè�èêàöèþ ïî çíà÷åíèÿì ïðîåêöèè ïîëíîãîñïèíà S3 = 1/2(N+ � N�), ãäå N� � ÷èñëà ÷àñòèöñ � = �1, N+ + N� = N . Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ �è " äîëæíû áûòü íàéäåíû èç ñîîòâåòñòâóþùåãîóðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà.Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà (5) íà 	 âîçíèêàåòìíîæåñòâî ÷ëåíîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíûâ �îðìåH(s)SM	= [A1 + �A2(z,�) + �A3(z,�)℄	,ãäåA1 =�12��N(N � 1)��6 (2N � 1) + ��+
+ (N2+ +N2�)��+ �+ N2 ��++ N2 ��2 � �2 � "2 + �+ �+ N2 � 16 ��

� "(N+ �N�)��+ N � 12 � , (7)
A2(z,�) = ��� � + (N � 1)��+ 12�� NXk=1 zk ++�"+ N+ �N�2 � NXk=1 �kzk, (8)

A3(z,�) = "2 NXk6=l �kzk��lzlzl � zk � NXk6=l 6=m z2kÆ�k�l(zk�zl)(zk�zm) ++ 12Xk6=l zkzl(zk � zl)2 (1� Æ�k�l )�
�241�� zlzk�"(�k��l) NYj 6=k,l� zj � zlzj � zk�Æ�j�k�Æ�j�l35 . (9)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (9) ñîîòâåò-ñòâóåò âêëàäó ñïèíîâî-îáìåííîé ÷àñòè ãàìèëüòîíè-àíà (5).Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëàãàåìûå, ëèíåéíûåïî fzg , êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â A2(z,�), èñ÷åçàþò,åñëè ïàðàìåòðû � è " óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì�= � � (�+ 1/2)(N � 1), (10)"= 12(N� �N+). (11)ßâíàÿ çàâèñèìîñòü îò ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ â �îð-ìóëå (9) äëÿ A3(z,�) ìîæåò áûòü óñòðàíå-íà, åñëè ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî êîîðäèíàòû ÷à-ñòèö ñ � = �1 è îáîçíà÷èòü fzjg�=1 = fp�g ,� = 1, . . . ,N+ , fzjg�=�1 = fq�g , �= 1, . . . ,N� ,A3(z,�) = N � 14 (N+ �N�)2 �� 13[N+(N+ � 1)(N+ � 2) +N�(N� � 1)(N�� 2)℄ +
+ N+X�=1 N�X�=1

((N+ �N�)(p� + q�)2(p� � q�) �
� N+Xl 6=� p2�(p� � pl)(p� � q�) � N�Xm6=� q2�(q� � qm)(q� � p�))+

+ N+X�=1 N�X�=1 p�q�(p� � q�)2 �
�241��p�q��N+�N� N+Yl 6=� pl � q�pl � p� N�Ym6=� qm � p�qm � q�

35 . (12)
Ýòî âûðàæåíèå âûãëÿäèò ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêèì.Îäíàêî îíî ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óïðîùåíî ñ ïî-ìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðèåìà. �àññìîòðèì èíòåãðàëIN+,N� = Z

C
Z
C0 dzdz0(z� z0)4 zN+�N�+1z0N��N++1 �

� N+Y�=1 z0 � p�z� p� N�Y�=1 z� q�z0 � q� . (13)
Âûáåðåì êîíòóðû C , C0 , îêðóæàþùèå fp�g , fq�gñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü C0 ëåæèò âíóòðè C ïðèN+ � N� > 0, C ëåæèò âíóòðè C0 ïðè N� � N+ > 0



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2008. � 3 19è âíåøíèé êîíòóð íå îáõîäèò 0 â îáîèõ ñëó÷àÿõ.Êàê ëåãêî âèäåòü, ïðè ðàñøèðåíèè âíåøíåãî êîíòó-ðà äî áåñêîíå÷íîñòè IN+,N� = 0. (14)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îöåíêà IN+,N� ìîæåò áûòü ïðî-èçâåäåíà ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëå-íèÿ âû÷åòîâ ïðè ïîëþñàõ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðà-æåíèÿ (13). Ýòà ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòüäâîéíûå è òðîéíûå ñóììû â (12). Ìîæíî ïîêàçàòüïîñðåäñòâîì ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé, ÷òî (14) ýêâèâà-ëåíòíî ñîîòíîøåíèþN+X�=1 N�X�=1 p�q�(p� � q�)2 �
�241��p�q��N+�N� N+Yl 6=� pl � q�pl � p� N�Ym6=� qm � p�qm � q�

35=
= N+X�=1 N�X�=1(p� � q�)�1 �
�24(N��N+)(p�+q�)2 + N+Xl 6=� p2�p��pl � N�Xm6=� q2�q��qm

35���(N) +�(�), (15)ãäå �(x) = x24(2x2 � 3x� 2), �= jN+�N�j.Ñðàâíèâàÿ (15) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (12), ëåãêîïîêàçàòü, ÷òî A3(z,�) íå çàâèñèò îò fzg è ñïèíîâûåïåðåìåííûå âõîäÿò â ýòî âûðàæåíèå òîëüêî â âèäåïðîåêöèè ïîëíîãî ñïèíà. Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâûå�óíêöèè â �îðìå Äæàñòðîâà (6) äåéñòâèòåëüíîÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè ãàìèëüòîíèà-íà (5) ïðè óñëîâèè, ÷òî � è " îïðåäåëÿþòñÿ �îð-ìóëàìè (10), (11). Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (7), (15):E� = a2��N6 [2�2(N � 1)(2N � 1) ++ �(4N2� 3N � 4)+N2� 1℄+ �N[2�(N � 1)+N℄ ++ �3�(�2 � 1) +�2 �� �N ��+ 12�+ �2��. (16)Ìèíèìóì âûðàæåíèÿ (16) äîñòèãàåòñÿ ïðè �= 0äëÿ ÷åòíûõ N è �= 1 äëÿ íå÷åòíûõ N . Â îáî-èõ ñëó÷àÿõ ïðîåêöèÿ ïîëíîãî ñïèíà èìååò ìèíè-ìàëüíîå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, ò. å. óïîðÿäî÷åíèåñïèíîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî àíòè�åððîìàãíèòíîìóòèïó. Ôóíêöèè (6) íå èìåþò íóëåé, êðîìå òåõ,÷òî ëîêàëèçîâàíû íà ãèïåðïëîñêîñòÿõ zj � zk = 0.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáû÷íóþ àð-ãóìåíòàöèþ [4℄ äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ãèïîòåçû îáîñíîâíîì ñîñòîÿíèè: îíî ñóùåñòâóåò, åñëè ïàðà-

ìåòð ïîòåíöèàëà Ìîðñà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó��(�+1/2)(N�1)��/2 > 0 è îïèñûâàåòñÿ �îðìóëà-ìè (6), (16) ïðè ìèíèìàëüíîì èç âîçìîæíûõ çíà÷å-íèé � . Â ïðåäåëå a! 0 â (16) ïðè ïåðåîïðåäåëåíèè� = !/4a2 ìîæíî ïîëó÷èòü èçâåñòíûå �îðìóëû äëÿñïåêòðà ñèñòåì s = 1/2 �åðìèîíîâ ñ äàëüíîäåéñòâè-åì, íàõîäÿùèõñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì ãàðìîíè÷å-ñêîãî îñöèëëÿòîðà [8℄. Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëüäëÿ âîëíîâîé �óíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ÷åòíûõ N = 2M îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëåCM(�, �) = (2M)!(M!)2 (2a)�2M��2M(2���(2M�1)+M)IM(�, �),ãäå
IM(�, �) =0�2MYl=1

1Z
0 dzlz2��1l exp(�zl)1A 2MYj<k jzj � zkj2��

� MYj0<k0(zj0 � zk0)2(zj0+M � zk0+M)2. (17)
Ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðà-æåíèè â (17) âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ ñïèíîâûì ñòåïå-íÿì ñâîáîäû è íàðóøàåò åãî ñèììåòðèþ îòíîñèòåëü-íî ïåðåñòàíîâîê âñåãî íàáîðà ïðîñòðàíñòâåííûõïåðåìåííûõ 2M . Êàê ñëåäñòâèå ÿâíîå âû÷èñëåíèåIM(�, �) ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíóþçàäà÷ó, ÷åì îöåíêà òîé æå âåëè÷èíû äëÿ ñèñòåìáåññïèíîâûõ áîçîíîâ [5℄. Íàì íå óäàëîñü íàéòèàíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ IM(�, �) ïðè ïðîèç-âîëüíûõ M . Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé M = 2,äëÿ êîòîðîãî óäàåòñÿ íàéòè ñâÿçü íîðìèðîâî÷íîãîèíòåãðàëà ñ êîððåëÿöèîííûìè èíòåãðàëàìè Ñåëü-áåðãà [11, 12℄. Â ýòîì ñëó÷àå ãðîìîçäêèå, íî ïî ñóòèïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê �îðìóëåI2(�, �) = 2(1 + 3�)(1 + 4�)�(2�+ �) �

� 4Yj=1 �(1 + j�)�(1 + �) �(2�+ 1+ �(j� 1)).
Èòàê, íàìè ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî äëÿÑÌ-ñèñòåì �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì s = 1/2 ìîæíîíàéòè ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è ÷àñòü äèñ-êðåòíîãî ñïåêòðà, õàðàêòåðèçóåìóþ ¾ñïèíîâûìè¿âîçáóæäåíèÿìè, ïðè èñïîëüçîâàíèè âîëíîâûõ �óíê-öèé òèïà Äæàñòðîâà. �àçóìååòñÿ, äîëæíû ñóùå-ñòâîâàòü òàêæå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ¾ïðîñòðàí-ñòâåííîãî¿ òèïà, ïîäîáíûå íàéäåííûì â [8℄ äëÿÊÑ-ñèñòåì áåññïèíîâûõ áîçîíîâ. Ïîêà íåÿñíî, êàêñëåäóåò ìîäè�èöèðîâàòü àíçàö (6) äëÿ ïîñòðîåíèÿñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ �óíêöèé. Ýëåãàíòíûéñïîñîá ââåäåíèÿ ¾ïðîñòðàíñòâåííûõ¿ âîçáóæäåíèéäëÿ ÊÑ-ñèñòåì [13℄, ñîñòîÿùèé â óìíîæåíèè âîë-íîâîé �óíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íà ñèììåòðè÷-íûå êîìáèíàöèè ïîëèíîìîâ Ýðìèòà, ïî-âèäèìîìó,íå ïîäõîäèò äëÿ ÑÌ-ìîäåëåé èç-çà áîëåå ñëîæ-10 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3
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